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束 阁 是 “ 数 "的 基础 ,只 有 在 了 解 了 整数 的 一 条 列 性 质 后 ,才能 研究 


其 他 数 的 性 盾 ， 从 而 可 以 把 研究 的 结果 用 到 数学 各 个 学 科 中 去 。 事 实 


上 ,即使 在 中 学 数学 的 范围 内 ,我 们 也 到 处 可 以 遇 到 涉及 整数 性 质 的 天 
题 。 : | . | 
专门 研究 整数 的 性 质 , 是 属于 “整数 论 ” 的 任务 ,本 书 虽 然 也 是 讨论 
整数 的 性 盾 , 但 与 作为 学 科 的 “整数 论 ” 有 些 不 同 。 它 的 特点 是 :对 于 在 


中 学 数学 范围 中 肖 到 的 整数 性 质问 题 加 以 尽 厦 且 深 入 的 讨论 。 另 外 ,对 
”于 一 些 虽 是 比较 深奥 ,可 是 很 有 趣 ,或 在 售后 进一步 研究 整数 理论 时 很 
”有 用 的 ,同时 又 能 为 具有 中 学 数学 程度 的 同志 能 接受 的 若 千 疝 赴 ,也 


深入 淡出 地 作 了 介 燥 。 
这 本 书 共 分 九 章 , 前 四 章 讨 论 的 内 容 是 关于 数 的 蒜 除 性 理论。 在 这 


一 部 分 里 ,我 们 将 不 仅 四 到 “ 数 的 整除 性 "是 研究 整数 理论 的 基础 ;而 且 
还 把 从 前 有 关 这 旋 面 的 一 些 直观 的 . 震 星 的 知识 ,在 理 洽 方法 、 系 航 上 ， 
各 强 了 。 z 


第 五 、 第 九 两 章 计 沦 的 内 容 展 于 同 余 的 再 沦 .“ 同 余 " 是 整数 理 洽 中 


最 重要 的 内 容 。 因 限于 本 书 的 性 盾 , 对 于 “ 同 余 ”不 作 过 深 的 探 诗 。 但 是 
即使 这 样 ， 我 们 还 是 可 以 看 到 这 个 内 容 是 多 么 的 丰富。 这 些 内 容 扩大 了 : 
”我 们 对 整数 的 计 识 。 同 时 我 们 也 可 以 看 到 这 些 理论 在 中 学 数学 数学 实 
. 践 中 的 应 用 。 例 如 两 整数 相 除 求 余数 问题 .运算 正确 性 的 检验 等 等 。 


第 六 章 的 内 容 是 讨论 “一 个 整 值 多 项 式 被 荣 自 然 数 整除 的 问题 ”。 


这 类 辣 是 我 们 可 以 从 各 种 数学 杂志 准 是 征 解 栏 里 、 中 学 数学 竞赛 古 中 ，- 


置 到 。 对 于 这 类 问题 有 些 青年 学 生 天 现 出 特殊 的 爱好 。 


第 七 章 是 讨论 “不 定 方程 的 整数 解 "。 这 是 一 个 用 整数 理论 来 解决 
代数 问题 的 例子 。 里 面 计 论 得 比较 洋 首 、 深入 的 是 “ 整 系数 两 元 一 次 方 
程 的 整数 解 " 问 题 。 

第 入 意 是 讨论 “ 连 分 数 ”, 在 进一步 研究 整数 理论 的 时 候 , 释 常 要 用 
到 连 分 数 ,既然 这 样 ,这 里 介 夺 了 连 分 数 的 概念 和 性 盾 以 及 它 的 初步 应 
用 。 当 然 , 更 加 深入 的 介 厅 不 是 本 书 的 任务 。 z 

这 本 兰 所 适合 的 读者 首先 是 : 中 学 数学 铬 师 和 正在 师范 学 院 北 学 
条 科学 习 的 未 来 的 中 学 邯 师 。 这 本 兽 对 于 这 些 同志 襄 来 ， 一 方面 对 于 
中 学 数学 各 科 中 与 整数 有 关 的 问题 可 以 得 到 全面 、 系 统 而 且 比较 深入 
的 了 解 ,同时 也 获得 了 足够 的 知识 ,使 售后 能 顺利 地 进一步 研究 整数 的 
理 哈 。 从 后 一 种 意义 上 来 说 ,这 本 书 也 就 是 研究 “整数 论 ” 的 跳板 ,也 可 


| 以 说 是 HH “整数 论 初 步 ”。 


“作者 的 数学 修养 不 够 ， 天 壕 能 力也 差 ， 再 裔 学 习 数 洽 的 时 间 也 不 


“长 ,所 以 这 本 书 一 定 会 存在 不 少 铅 点 和 错误 ,欢迎 同志 们 批评 ,指数 ,使 
县 局 有 机 会 可 加 以 改进 。 


” 朱 思 良 于 1958 年 5 月 
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，4、”, 使 


整数 ,说 都 知道 是 包括 着 正 整数 (自然 数 ) 1，2，3，…， 雳 以 及 负 


避 数 一 J ,一 2, 一 3， 的 . 
要 热 悉 这 里 所 写 的 整数 的 性 质 ， 无 疑 地 应 该 先 掌 握 关于 整数 四 则 


“运算 的 性 质 . 现 在 仅 就 下 面 烃 常会 用 到 的 两 数 相 除 的 概念 ,复习 一下 . 


定理 “对 于 任意 的 整数 "、5 (3**0) ,一 定 存在 也 只 存在 一 对 整数 


ab 十 六 (0O<r<|5|) (1 
证 明 先 证 明 0>40 的 时 候 , 定理 成 立 . 
因为 可 以 找到 一 个 整数 9， 使 bg 不 大 于 <, 而 00 十 1) 却 大 于 Qa, 
设 a- 一 bg 一 +?”， 那 末 <= bg -FY, 这 里 0<7?<b， 
“72>0 是 很 明显 的 .和 至 于 为 什么 7 之 5 呢 ? 因为 ， 如 果 "之 多 机 ?= 
6 十 "(当然 ” 宇 0), 于 是 4=Bq 十 ?=5q 十 5 十 "一 0Cq 十 I) 十 ,也 就 是 
襄 ，4 宇 b(q 十 1)。 这 就 与 a<b(q 十 1) 巴 盾 .所 以 ?<8。 其 次 ， 浆 明 


符合 这 样 条 件 的 一 对 整数 9、7 是 唯一 的 ,如果 另 有 一 对 整数 944 和 


使 4=091 十 《0hn<0), 那 来 204 十 ?一 0 十 六， 即 (4 一 gi) 一 一 7 


如果 gq, 而 9 一 9: 显然 是 一 个 非 雳 整数 . 这样, 等 式 左边 的 郁 对 值 


就 不 会 小 于 5, 然而 右边 7 一 ? 的 息 对 值 却 小 于 5?， 于 是 等 式 一 定 不 能 


- 成 立 . 如 果 = 09， 等 式 左边 等 于 雳 ,于 是 只 当 = 六 的 时 候 , 这 个 等 式 ， 


才能 成 立 , 所 以 婉 , 一 对 整数 9、 了 7 是 叭 一 存在 的 ， 
下 面 再 路 明 当 6<0 的 时 候 定 理 也 成 立 . 
因为 对 于 a、153|, 一 定 存 在 一 对 整数 9、”, 使 
a=|b|g+7+, (0<7<121) 


本 数 ;所 Da: 


(2) 因果 Ci 0, as : :1, 那 未 wt :Db 。 


证明 = : 0， Gs :6b 9 一 定 存在 两 整数 9 di 和 da) 使 ai 一 059， 
ba 一 02。 bs). “qi 士 qs 是 整数 ,、 


,Qt a, :0b. 
这 个 定理 可 以 加 以 推广 ; 
s 3 。 


| 一 
盈 a=b (—g)+7. 呈 
届 一 = 人 就 有 =89 十 9。 因为 整数 对 了、 是 唯一 地 存在 的 
“所 以 9 也 是 唯一 地 存在 的 ， 到 这 里 ,定理 被 址 实 了 . 交 
如 果 7=0, 我 们 就 说 a 能 被 2 整除 ,或 了 能 整除 <， 以 后 我 们 用 和 
号 5 :5 求 天 示 &a 能 税 5 整除 z a 
“如 果 a :5, 我 们 也 胸 a 是 5 的 信 数 ;5 是 4 的 绝 数 ， a 5 而 m | 
是 整数 的 时 候 ,下 面 的 一 些 性 质 是 芒 者 已 烃 知道 了 的 . 
1， 如 果 a 一 5==c, 那 末 . , 
(1) am- bb =om; 
(2) | 了 b -人 (如 果 c : m2); aa 加 
. (8) bm = 人 (如果 6: m); 
(4) a 五 一 0 (如 果 0 : m); : : 
(6) mbm 一 7 
(0) 和 6 (和 如果 :人 w，5 :rm). 和 
“ 2。 倍数 的 基本 性 质 : 人 
《dl 如果 ci0，D ; c， 那 来 4 :0C， 
” 妖 明 已 知 4 ; 2， 一 定 存在 整数 9, 使 < 一 59. 已 知 3; , 一定 A 
ER ; 使 2 一 2 .所 以 “0 (cq )g=e(g'q). 而 9 9。 是 整 六 


知 果 整数 cj， om，……，qu 都 能 被 8 整除 , 那 末 
《aa 十 Ca 十 十 on) : 0.《〈 诅 明 从 赂 ) 
(8) 如 果 a :5, 且 P 是 整数 , 那 末 pa :2 
桩 明 如 果 2 一 0， 这 个 结论 显然 是 成 立 的 ; 
如 果 ?>0, 因 为 <: 2 : 5b; 
| | 
如 果 p<0, 衣 Pp 一 一 p (当然 p>>0), 那 玉 24 :5. 设 p24=bg， 
于 是 pa=( 一 2)4a 一 一 94= 一 bq 二 b( 一 9)， 因 为 一 9 是 整数 ， 也 就 是 
哈 ，pa :六 . : z 
”引用 (2) 更 可 以 把 这 条 定理 加 以 推广 : 
如 果 整 数 &1，4s，…… ;Qs 痢 能 被 上 芝 除 ,又 Pp,，Ps，*…… ;Pn 是 
任意 的 整数 , 那 末 p01 十 Pas 十 …… 十 Pan :5. z 
例 整数 21, 14, 56 都 能 彼 7 整除 ,任意 取 三 个 整数 2, 3, -1， 很 。 
容易 看 到 321.2 十 14,3 十 56,( 一 DD)= 28 : 7. : / 


名 最 大 公 络 数 及 最 小 公 俯 数 


从 第 一 滨 到 第 四 章 的 内 容 是 属于 数 的 整除 性 理 脸 ， 而 第 一 滨 的 内 


“… 容 也 就 是 整除 性 理论 的 基础 .根据 整数 相 除 的 概念 ,在 这 一 章 里 我 们 要 “. 
”建立 关于 最 大 公 胃 数 和 最 小 公 售 数 的 概念 ， 从 而 上 比较 脱 尽 且 深刻 地 探 
计 它 们 的 性 质 ， 掌 握 了 几 个 数 的 最 大 公物 数 和 最 小 公 倍 数 的 性 盾 ， 就 
可 以 用 来 指导 求 凡 个 数 的 最 大 公 锡 数 和 最 小 公 倍数 了 


$ 1 公 锡 孝公 俏 数 的 管 义 - 


如 果 Ca Way Cn 及 2 都 是 整数 ， 县 aa : », Cs : p, ee 
: 2， 那 来 2 就 听 做 ea， CC » Cn 的 公 锡 数 ， , 
因为 每 一 个 数 的 移 数 的 个 数 是 有 限 的 ， 所 以 几 个 娄 的 公交 数 的 个 . 


数 也 是 有 限 的 . 


儿 个 数 的 公 煌 数 中 数值 最 大 的 一 个 , 哇 做 这 几 个 数 的 最 大 公 移 数 ， 


知 果 是 41 的， 04 这 由 个 数 的 最 天 公 构 数 , 可 以 寻 作 : 


几 个 的 最 大 公 欧 数 ， 定 符 在 而 且 是 叭 _ 的 ， 站 个 防 断 很 容易 村 
钥 实 : . | / | 
”。 警 如 对 01，04，……， 0 这 ， 个 数 ,可 以 知道 它们 存在 公 攀 数 (最 


”容易 指出 的 就 是 土 1) ,而且 公 移 数 的 个 数 是 有 限 个 . 设 这 有 限 个 公 租 数 


是 1,0， ……， dm 而 dd 是 di, ds 中 最 大 的 一 个 ， 寻 作 
marv [di, Qs, ee dn]=— q4%， 根 据 定 义 ， 这 个 数 4 就 是 wi, ss 


“6 的 最 大 公 移 数 ， 交 就 用 明 了 4 zs，…… ,0 的 最 大 公 欧 数 是 存在 


章 ， 至 于 最 大 公物 数 的 唯一 性 砚 容 易 证 明 : 设 47 一 C4, a 6)， 
 ， 且 Wd， 按照 几 个 数 的 最 大 公 犁 数 的 意义 ， 那 末 dd。 但 是 已 知 
0 oa an), 那 来 d>>d" 很 明显 ， 只 当 qd= df 的 时 候 , 这 两 
“外 糙 论 隐 才 没有 于 盾 / : 
“(4,5)=1 的 时 候 , 我 们 把 &， b 中 做 两 个 互 质 的 数 . 同 理 ， 如 果 
二 Ca tay Qi ) 一 于， a Qa, ee ,Qn 这 nt 个 数 就 叫做 互 质 的 数 ， 


”如果 01y Hay 》 vn 中 每 一 个 数 都 与 其 中 的 另 一 个 数 互 质 ， 那 


可 我 们 把 Qiy Cay y Cn 这 个 数 叫 做 两 两 互 质 . 


"我们 不 能 把 多 个 互 质 的 数 与 多 个 数 两 两 互 质 这 两 个 概念 混 请 起 
过 ,如 果 “， ……， on 两 两 互 质 , 那 来 (oo，……， 4am) 二 二 友 过 
。 素 潮 不 成 立 , 就 是 如 果 (w，qa，……， n=, 0 0 tn 这 几 z 
”个 数 不 一 定 两 两 互 质 ， 加 

加 例如 ,(6, 10, 15)==1, 但 6, 10, 15 并 不 两 两 互 质 ， 当然 也 有 这 种 
可 情形 ， 例如 ,24,， 17， 11, 5 这 四 个 数 不 仅 是 互 质 ， 而 且 是 两 两 互 质 的 。 


下 面 我 们 来 答 公 倍数 下 定义 : / 
如 果 m: Qi mm: : Ca， "ey 。 ;ww 那 末 ， m 就 叫做 ai， Ca 


”小 几 个 数 的 公信 数 ; 


, 很 明显 ， 几 个 数 的 公 倍 数 的 个 数 是 无 限 的 . 因为 几 个 数 的 公 倍数 的 
。 和 “ 


上 


信教 还 是 这 几 个 数 的 公信 雪 
几 个 数 的 一 切 公 倍数 中 的 最 小 正 数 ， 此 的 天 小 公信 路、 


个 区 的 是 小 公信 光一 定 存 在 且 是 只 的， 这 个 险 断 也 很 容 昂 各 
耳 实 : 
区 如 对 wo qn 这 名 个 数 , 可 以 知道 它们 存在 公 倍 数 (最 
容易 指出 的 一 个 就 是 乘积 凸 cias……an) ,并且 它 的 个 数 是 无 限 的 . 下 - 
面 的 一 个 事实 是 够 明显 的 :在 一 些 自然 数 中 (不 论 它 的 个 数 是 有 限 的 还 
是 无 限 的 ) ,总 可 以 找到 一 个 最 小 的 数 ， 

根据 这 一 点 ， 也 就 是 议 可 以 在 无 限 个 正 的 公 借 数 中 找到 一 个 最 小 
的 , 设 为 m, 蓝 末 ,L091，0s，…… ,Qn = mn. 

这 就 证 明了 41，4s，…… ,a 的 最 小 公 倍 数 是 存在 的 .关于 最 小 


”会 倍数 的 唯一 性 的 证 明 如 下 :; 琢 加 一 Lai， aa， ， 0nj, 有 Mm, 


被 照 几 个 数 的 最 小 公 倍 数 的 意义 ， 那 末 , m'<m， 但 是 已 灰 知 首 
有 一 [aa Qn]， 就 是 诡 ，m 志 m'. 很 明显 ,只 当 mm 一 m' 的 时 候 ， 
精 葵 才 合 理 . : 
在 进入 下 一 节 的 时 险 之 前 ， 预先 作 一 个 声明 :因为 os gy 0 
的 公物 数 (或 会 倍数 ) 也 就 是 [a | ，| oa，……，| eu| 的 公 狗 数 (或 公信 
数 ), 反 过 来 也 成 立 ， 特别 有 i 
(a4, oa， Qa) = Cad, al， oe, |) 

及 [a az Ga)= lel, [esl, ,lo ]. 

同时 ,如 果 数 * 是 at，4s，……, a 的 公 锡 数 (或 公 倍 数 ) , 那 末 |s| 
也 就 是 21，4s，……， a, 的 公 锡 数 (或 会 倍数 ), 反 过 来 也 成 立 . 因为 这 


。 样 ,为 了 书写 的 简单 明了 起 内 ,在 本 章 中 ,从 下 一 节 开始 ,字母 所 殉 示 的 
“ ， 数 , 除 特别 加 坎 声明 外 ， 一 般 只 限于 正 整 数 ， 


8 2 . 最 大 公 狗 数 的 性 质 


下 面 1 到 6 计 论 的 是 关于 两 个 数 的 最 大 公 移 数 的 一 些 性 质 ， 
1. 如 果 4 : 5, 那 末 5 的 锡 数 就 是 4. 5 的 公 航 数 . 反 过 来 也 成 立 ， 


是 明 设 p 是 b 的 灿 数 ， b ;Dp; 因为 @a:b, 所 以 4 : 72， 这 就 证 明 - 
了 2 是 4、8 的 公 购 数 ， 反 过 来 ,如 果 某 数 是 4、5 的 公 航 数 ,当然 这 个 - 
”” 数 一 定 是 5 的 构 数 ， 


推论 ”如果 cj: 0 那 末 (c， 5)=0.， 

2， 如 果 "不 能 整除 <c， 且 c>0， 就 是 鹏 ,4 bg 十 ?,， 那 来 a、 的 
所 有 公 狗 数 一 定 是 ?5、7 的 公 绝 数 ， 反 过 来 也 成 立 ， 
” 诈 明 设 m 是 a.5 的 公物 数 ， 就 是 4 ;mm,，b:m， 如 果 g 是 整 


Ea 数 ,当然 9 ; m. 因为 a 一 84 一 7, 根据 信 数 的 基本 性 质 , 那 来 + m 就 


是 mm 也 是 5、* 的 公 移 数 . 上面 就 永明 了 c、5 的 所 有 公物 数 一 定 是 5、 


?的 公物 数 . 同 理 可 泛 得 ,5、7 的 所 有 公 锡 数 也 一 定 是 .<、5 的 从简 数 。 


推论 ”如果 “= 一 2 十 ， 那 来 (4, 8) 一 (5, 7). 


黎明， 训 (a， 6) =d, 根据 2 知道 4 一 定 是 5、 r 的 公 移 数 . 设 . 


| C6, = 4 ,当然 d 也 是 &、 6 的 公 狗 数 ， 如 果 qq ,就 是 以 比 c、2 的 
”， 最 大 公 构 数 还 大 ,显然 是 不 合理 的 , 如 果 四 <d， 就 是 4 比 5、? 的 最 大 
.， 公 构 数 还 大 ,显然 也 不 合理 ,所 以 d=d. 也 就 是 对,(a， 5) 一 (5;-7)， 


从 这 个 推论 更 可 推出 以 下 两 个 特殊 情形 : 
Catb, b)= (4, 6);, (a—b, 5)=(a, 5). 
.8。 欧 元 里 德 除法 ( 驾 转 相 除法 ): 


 。 避 任 章 两 个 正 整 数 w. 5， 且 v>5， 用 8 去除， 得 6 二 50 十 二 
《<5)， 如 果 姑 拉 0， 我 们 用 去 除 5， 于 是 得 5=7.qs 十 (之)，。 
如 果 入 站 0, 我 们 再 用 去除, 得 和 一 1.9s 十 7 《7s 芝 和 %). 如 果 久 二 0， 
”我 们 用 1, 去除 1, 这样 舱 模 地 进行 下 去 。 然 而 我 们 可 以 断定 这 个 过 程 。 

和 不 会 是 无 内 尽 的， 万 实 上 一 定 能 找到 一 0 因为 这 里 所 得 到 的 一 过 下 
机 整数 5、 Ni、 Ta Tey 有 着 下 烈 关系 : 


6 昌 


二 一 


区 


/2 


i 


Uy 


““ 那 末 ,4, 8) =7,_， 


D> > , 


很 明显 ,满足 这 样 关系 的 整数 不 可 能 是 无 限 个 ， 六 扣 流 明了 我 们 一 


- 定 能 得 到 等 式 7， 2 = 而 yn 一 0. 


”定理 对 两 个 自然 数 &a、5( 设 > 妇 ， 根 据 以 上 所 述 一 定 存在 下 


” 面 一 系列 的 等 式 : 


‘a= nn , (0<n<0) i (1) 

b=79 Tr (0<7,<7) (2) 

和 一 ys 十 go (0<7<7,) 、 (3) 
人 一 3 一 LE ve (0<N i <7 a) (2 一 工 ) 
yn 一 2 一 rn 一 9 二 和， (7, = 0) | (n) 


证 明 ”由 等 式 (1), 得 (a, 5)=(3, 7)， 
”由 等 式 (2), 得 (5, 74)= (7, 7%)， 
由 等 式 (8), 得 《7,72) 二 (757) 
”由 等 式 (n 一 ,得 (ps 7 2 一 (1a) 
由 等 式 (2) 得 (ma -一 Ca) 
于 是 (&， 0 一 (0 人) 一 (生生 ) 一 人 二 罗 
4。 如 果 a, 8, 5 是 任意 三 个 正 整数 ， 那 末 (4， 5) : 8 的 充分 而 且 


”必要 条 件 是 : & : 6, 6 :5. 


证 明 关于 条 件 的 充分 性 : 


我 们 不 妨 假定 a>0, 且 设 (4a, 0)= -_d, 根据 性 质 3 ， 可 以 知道 下 


面 一 系列 等 式 是 成 立 的 : 


4 一 0g: 十 六 ， Oy 


EE | (2) 
和 ， 四 
ts gt oo 


人 一 2 一 /A (7, =0) (n) | 
”根据 性 质 2 ,因为 a ; 5, 5 ; 3, 由 等 式 (1), 得 到 记 ; 5. 同 通 ,由 等 
”起 (2) 可 得 到 7 ; 8. 这 样 灿 灶 下 去 当然 可 以 推 得 , ",。; 8, 7, : 8. 再 


”从 等 式 (n 一 1) 可 以 得 到 .1 : 6. 性 质 3 告 我们 Ca， 5) nis 就 是 
静 4 二 1-_1. 于 是 就 证 明了 4 : 6. : 
”至 于 条 件 的 必要 性 成 立 的 理由 是 简单 的 : : 
如 果 (4, 8)=d ; 8, 很 明显 , 因为 a ; d, 而 4 :6, 所 以 4 : 6, 同 
理 可 得 5 : 5. : / 
5。 如 果 (c, 35)=d, 那 末 (ma, mb)==md. 
| . 姓 明 因为 & :4,5 : 4, 所 以 ma : md， mb : md., 这 是 论 md 
: 是 ma 和 mb 的 从 移 数 . 
(may m5)=W>md， 由 性 质 4， 可 以 知道 4' : md .因为 
/ ma : m, 所 以 dm. 设 d=mq， 因 为 ma.; ,mb ; d， 也 就 是 


ma: mq ,mb ; mq， 于 是 得 到 a : gq, 了 :gq. 所 以 9 是 4.5 的 公约 数 ， 
“然而 ,因为 四 >md, 就 是 所 一 9>d. 因此 4 不 可 能 是 a、 5 的 公物 数 
- 。 ( 坝 个 数 的 公 移 数 当然 不 会 比 它们 的 最 大 公交 数 还 大 ) .这 就 是 流 , 假 股 。“ 


>md 是 不 成 立 的 ， 而 (ma， mb) = = md. 
推论 条 而 5， 5 于 


-征明 a sa (en 9-e 5) 一 4, 所 以 


($8)-3 


6. 如果 4,6， 4 是 任意 三 个 正 整 娄 ， 那 末 (<，D) = -4 的 到 分 而 有 
必要 条 件 是 : 


二 


ce 


证 明 ”关于 条 件 的 必要 性 : 


请 . 如 果 (&， bp)=d, 于 是 w : a, 5b ;di 这样, 由 性 质 5 的 推 葵 可 以 知 
«a 0 a 
省 (4, 4)-4 -1 : 
关于 条 件 的 充分 性 : : 
、 A & 了 
由 性 贰 5 可 以 知道 ,因为 ( 近 ， 攻 ) 一 1 到 (i 过， J 
就 是 (4， 5) 一 qd， z 
| 下 面 从 7 到 10 讨论 的 是 关于 多 个 数 的 最 大 公物 数 的 一 些 性 质 ， 
7. 设 (4i1, 83) = (Qi, 23) = Ads, (ds 08) = gy ee (dns, 
wo ) 一 a (ds Qn) 一 ds-1， 那 来 
“= : CA ao) 一 人 
， .征明 我 们 通 ds 是 a, a ， a ， a4 的 公 锡 数 的 理由 如 下 : 由 
已 知 条 件 知 道 al ; gd，aas ; di，as dy 04 :de ,Oni : dn 
z ni dry 又 因为 did da ds ey das das da dot 
和 这 样 ， 容 易 看 到 d,_ 是 员 ， ds， ， d,s，dn-z 的 公 锡 数 ， 而 4、 
ds、 da 0 又 分 别 是 0s、4s、……、4ns、4n 的 构 数 〈d 弃 ， 
是 os 的 构 数 也 是 w 的 移 数 ), 所 以 d,s 是 cu，aa，……，aw 庶 数 的 公 
简 数 , 接 下 来 我 们 要 证 明 -~, 是 它们 的 最 大 公 狗 数 : | 
(ob oa uc) 一 办 >d ai 当然 
gd, ta {ds, a , Qn: dye 


已 知 (a1， 9) 一 ds, 丽 这 里 又 知道 cu, ; dx， ; qx， 所 以 根据 性 质 


4 得 : ad, : dr; 
已 知 (dy om) 一 中， 而 这 里 双 知 0 ; dy，0 ; ds， 所 以 得 : 
dad 
ee ; 


已 知 (dn_sy 0n ) 一 dri, 而 又 知 d,s : ky CV, : > 所 以 得 : 
dr i dn : 


人 


很 明显 ,如 果 d_: : d, 那 末 dd 这 就 与 假 天 dp> dn 矛盾 . 一 


所 以 (oa， Ce Cn ) 一 di - - 
推论 1， 如 果 (ts, os wy oo- 和 林 


2 


(Oo Opy pris , Qn) = (d, dpray ,Qn). 人 

证 明 衣 (6 62)=dis (dy oD) = day ees dea) oO) = de 

《04 还 可 及 
看 到 (ou 44a) 一 dry 而 di 一 
由 (ds Qe) = ds) (dy at 一 dr (dy a) dy 

“可 以 知道 (di Qkt1y ; 00) 二 di 就 是 Cd， Qtras ; 0) = die z - 

， 这 就 廿 明了 (Qi, 0 0) 一 (dd, Qty 0) : 
“ 推 险 2 如果 (@1, 4s 46) 一 d， 《azri oo) 一 外， _ 


那 末 ‘a1, aa es tn) = (dd, d). 
证明。 因为 (ob cs， oh) 一 (dg Girt 一 (op 和 
gd), 日 知 Ca， es ， a,)=4d', 由 推荐 1 可 以 知道 (ppay | 
gn 四 一 (dl d). 所 以 Cos, 42 an) 一 (dd 和) | 
机 8. 如 果 Ci 。 Ga 0 ， 3 是 任意 正 整数 ao_， “2 snes » Wn) : 6 
的 充分 而 且 必 要 条 件 是 : 。 m6, oi oid 
证 明 ”关于 条 件 的 充分 性 | 
裔 (Qi, 4s) = dd Cd,, Qs)=day (Qi On) = Uns (dras 之 
oj) 一 bt 于 是 ,得 到 (Qs 04 40) 一 di 
“因为 (cl，oa) 一 下， 和 而 已 知 wu 1 5， aa 3， 所 以 由 :5 - 
. 因为 (ds, 43)=d,, 而 已 知 d, : 6, 0 : 5， 所 以 忆 :5 


. ” 


”因为 (djs 5) 一 dry 而 已 知 ds ;8 ou 3 所 以 dii6 二 
。 这 就 廿 明了 (as; oa 6,) ; 6， 四 
关于 条 件 的 必要 性 的 鞍 明 极 容 易 , 这 里 从 赂 . | 
9. 如 果 (au aa ……， 2 导 来 (me masy ee RA) ma ~ 


证明 由 “io id id， 可 以 得 到 mas i md， = 


TY 


Mma, ; MA ，M0 ; md. 于 是 座 ，md 是 Wa MQ ,Ma 
和 9 次 移 才 全 后 开明 md 是 Wal, MQ ， ma 的 最 大 公 牺 数 :. 
设 (Mmaer, MA ，man) 二 dd'>>mqd、 当然 :md. 根 据 性 质 8， 


Wm， 没收 一 mg 于 是 得 mq i ma， 也 这 是 4 中 而且 9>4 ( 
d'>mad). | . 
由 假设 得 到 mai ;Wag ; 人 ，Ma, : 4 ， 因 为 4 =mg， 


就 得 到 Us : (Gd, Ws : ds » Cn ‘ 0. 这 样 ， 因为 4 是 (Ui, (2 


这 几 个 数 的 最 大 公 和 焙 数 ,而 4 是 它们 的 公约 数 , 公 物 数 4 起 么 会 大 于 最 
大 公物 数 4 呢 ?很 明显 ,上 面 的 假设 不 成 并 ,也 就 是 襄 ， 


(MAE, MAgy ee , ME) = md 
推 花 如 时 Ui : 0, Qs ， 0 ， 机 9 化 : 8S， 而 (a1, UUs, 用 Cn) 
~ : 0 sy nd 

， 闭 末 ，( 人 名， 时， 一， 

证 朋 留 迷 著 者 ，_ 

10. 如 果 U1 Way » Cn, 是 任意 下 整数 ， .> > "7 ? 
0,) 二 4 的 充分 而 且 必 要 条 件 是 : 

Ci Ws pe 人 一 工 
(生生 
贬 明 留 雁 雍 者 ， 


下 面 再 诗 险 关于 互 质 的 数 的 一 些 性 质 ， 

1 。 如 果 (4, 5)==1, 那 来 (ac, 5) ==(c, 5). 

征明 已 知 (4, 5)==1, 那 来 (cc，5c) =e 

如 果 (ac,5)==9, 那 末 ac :ad,5b: : d. 因为 了: a, 所 以 5c; d. 也 就 
是 葵 , 4 是 ac 和 bc 的 公 锡 数 .因为 (woc， 8c)==6， 于 是 :dd. 二 “是 
b 和 c 的 公 锡 数 . 设 (0、c)= 中 , 那 末 中 :9q . 

由 所 裔 知 6 ; (当然 ac : 4d'),5 3 dl， 也 就 是 廊 , 由 是 ac 和 5 的 
公约 数 . 因为 (ac, 38) 一 d, 我 们 就 得 到 a : d', 要 使 ; 4, d : d' 这 两 
个 关系 同 时 成 立 ,显然 只 当 d= 的 时 候 . 所 以 Cac、5) = (6, 5). 


»。 1i* 


推 葵 1 如果 (wo 了 )==1 (6, 5)=1, 那 来 (ac, 8) 一 1 
. 因为 当 (& ,0)=1 的 时 候 ,(ac,5)= (ec, 89), 而 已 知 C6， 6)=1, 所 以 


(ac, 6)=1. 。 
推广 : 如果 (oa 下 二 1，(@a， 的 二 1， ，(as， 5)= 二 1， 那 末 
(QQ b)=1. 
扩编 2 与 a 和 都 百 质 的 数 及 与 ,8 互 质 的 数 以 全 体 和 而 谨 是 一 


致 的 ， z 
证明: 设 (c, 4)=1, (c, 的 一 1， 由 推荐 1 知道 (c，cb) 一 1 就 是 
与 4 及 5 都 互 质 的 数 也 与 cg 互 质 , 反 过 来 ,如 果 (c,a8)=1, 且 (ce，o) 
一 4>1. 设 c=dq, 4 dg 那 末 (0, a9) 一 (dg, dg 一 dg qb)>1， 
这 就 与 所 设 (c, ob) 一 上 矛盾, 所 以 说 ,如 果 (c, a5)==1, 那 末 (ec 4) 一 1， 
“ 同 理 可 闽 (c, 5) = 1 这 就 赴 明 了 与 乘积 ob 互 质 的 数 一 定 与 4 也 与 5 
五 质 ， 
推论 3 如果 (2, 5)=1, 而 ac :80， 那 来 。 :1 
征明 … (oo, 及 =1， (ec 有 = 人， ge:b, 
(ac, b)=b， 也 就 是 就 ，(c，, 5)=05, 所 以 c :上 b. : 
”12， 如 果 等 式 (&, 9)=】 对 于 这 在 1 2, ,和 了 在 工 


2 中 各 任 取 一 数 时 都 成 立 ， 游 来 dian 00 0n) 一 工 。 
”“ 艇 明 ,由 所 设 可 知 : C41,0))=], (as 0 站) 一 工 (qm 0;)=1， 
于 是 (QiQ0 Qn 0;) =1. 
届 wa an 二 人， 于 是 (MB)) = 也 就 是 (MM) 一 1 这 也 / 
就 得 到 下 面 一 些 关 系 式 : 
01, M)=1, (6,, M)=1, (0 有) 一 因此 (六 0 b,， 
MM)=1. 这 就 次 明 了 (885 aaga an) 一 圭 也 就 是 (oar 
bb b,)=1 - 


” 例 83,5,11, 15 中 的 每 一 个 数 与 4, 7, 13 中 的 每 一 个 数 都 互 质 ， 
所 以 府 ,(3.5.11.15，4"7.13) 一 1.， 
推论 ”如 果 (a, 5)=1,， 且 m、 n 是 任意 两 个 自然 数 ， 那 来 


s ]2 。 


(ae ， 6") me 1, 


让 明 . (Cn, 0 一 | ， -而 这 里 全 0 0 一 0 


= 是 ta" 6") 
~1, . , : 
例 旭 、 (8, 4)=1，.",， (3”, 4 )=1, 
例 1 就 藉 明 流 页 (n，4 是 正 整 数 ) 加 果 不 是 整数 ， 那 末 便 是 无 
再 数 ， 


证 明 如果 也 本 一休， 这 里 4>]， 且 (p，9)~1, 那 来 4 一 -后 . 因 


为 (p ，9 ) 一 二， 


等 式 4 一 把 显然 不 能 碟 立 ， 这 个 矛盾 是 由 于 假设 祥 万 是 分 元 而 产生 


的 ， 所 以 说 4 如 果 不 是 整数 便 是 无 理 数 ， 
例 2 武 证 明 log,。 5 是 无 理 数 。 
证 明 ”如果 log, 5 =， 这 里 »、 4 是 正 整 数 .， 且 《2， 人 一 由 对 


数 定义 可 以 得 到 25 一 5 也 就 是 说, 2 一 5°， 然 面 (2, 5)==1， 所 以 对 

于 任意 值 p 和 4, (2"， 5°)=1, 这 就 是 就 ,等 式 2'=5 决 不 会 成 立 . 因 
此 ，logs 5 是 无 理 数 ， 

例 3 也 且 明 整 系数 代数 方程 z 

wd 十 ariv 二 ,=0 (1) 

的 有 理 根 一 定 是 整数 根 ， 


诞 明 和 如果 万 程 (1 ) 具 有 有 理 要 必 ， 设 2 一 一 , 这 里 (|p|, 9)=1, 


7 
。 那 末 | 
- 由 nl . A 
三 -十 La 人 至 “+ta,=0. 
gd d 
也 就 是 ， 呈 十 4 人 9 十 十 十 oog 一 0， 


s 13 。 


于 是 人 = -4[eio 一 十 oa 胃 mg 十 二 ang = 
所 以 大 :gq, 从 而 2p :9, 因为 (pl, 9)=1， 所 以 qg 一 ,这 就 证 朋 
了 如 果 方 程 (1) 有 有 理 根 , 访 根 一 定 是 整数 根 . 
由 -上面 的 推 哗 还 可 以 直接 推出 下 面 的 性 质 : 
C0, 5°)=(a, 6)°. 


理由 如 下 : 设 (4, 6) 一， 那 末 ( 生 ,也 )~1， 于是 得 


所 以 《es b=d ma, bX. 
. ”上面 的 性 质 更 可 以 推广 到 : 
(tl , Qs 0 ) 一 (ai Gg ， ) oo 
理由 如 下 : 设 (04 ai) 一 0 (gu 0) 一 0 (day 0 ) = dt 
那 来 (cl，cs，…… Qn) = dn : 
. 因为 《qi， dt (d§ ,ad) = d,s, (Cd, Od 
所 以 (a 3; 扣 ) 一 强 _ 1. 也 就 是 ,， / 
Ca¥ ,ay 0 ) 0 a 


$ 3 最 小 公 倍数 的 性 质 


从 1 到 5 先 计 论 关 于 两 个 数 的 最 小 公 倍数 的 一 些 性 质 ， 
1. 如 果 “5 ; 5, 那 来 4 的 倍数 就 是 4,b 的 公 倍 数 , 特 别 的 有 [a, 5b] 
= 0, . 


“因为 理由 很 明显 ,证 明 就 省 略 了 . 


9.。 如果 必 ， 4， 6 是 任意 三 个 正 整 数 , 那 末 M : [4, 8] 的 充分 而 
“县 必要 条 件 是 : 


证 明 先 证 明 条 件 的 充分 性 ， 
设 [4, 0]=6, 如 果 1 不 能 彼 9 整除 , 那 末 一 定 存在 一 对 整数 '4、 


4 。 


| ,使 前 =g5 十 7 (0<7<0). 

已 知 必 :a, 又 6 :0( 当 然 496 : 0), 且 1=A 术 一 95, 于 是 7?: 4, 同 
理 可 知 7 5. 所 以 > 是 4a、? 的 公 倍 数 , 但 <5. 这 与 [a, =6 矛盾， 
因此 47; 40. 

关于 条 件 的 必要 性 的 证 明 是 极 容易 的 ,这 里 省 略 了 ， 

3， 如果 M，a, 5 是 任意 三 个 正 整数 , 那 末 ra， 9] 一 5 的 充分 而 且 
必要 条 件 是 : : 

9 


证 明 ”人 先 竹 明 条 件 的 必要 性 : 
Ea 6 = agqi, 6=0g,, 也 就 是 二 一 4， 六 一 和 如 果 (qi， qs)=Q>1, 


6 
; 
胶 二 一 0， 因为 4>1, 所 以 6>5', 很 容易 看 到 5' 是 a, 5 的 公信 


.6 6 
设 qi=dp1, 4, 一 dp， 屠 末 二 一 dp,， = dp,. 或 一 一 4p， 7». 


” 数 ,而 这 却 与 所 设 [4， 8] 一 8 矛盾 , 所 以 谣 ，(91， 49s) 4>1 是 不 合理 

的 ,也 就 是 ( 芝 ， 访 ) 一 1 

关于 条 件 的 充分 性 的 证 明 : 

各 果 [a, 5]*6, 识 [a, 59] 一 6'<8, 屠 水 (--，-)=1。 因为 坟 、 
: 二 是 整数 ,当然 3 是 4、 5 的 公 倍 数 ,所 以 8 ; 8 设 8=6'g, 这 里 4>1 
(如 果 9 一 1, 那 末 3=6). 这 样 
(Do 

上面 的 轩 果 与 条 件 (之 ， 人 1 巴 拓 ,所 以 Fas 一 3， 
推论 “如果 (&，0) 一 1， 那 末 [4&, $]=ab. 


。 i165 。 


证 明 因为 ;ao，o8 53， 是 (至 ， 全 ) = (3, 4) =1， 所 以 

亿 p 

Fa， 的 一 co 

4。 如 果 [c,， 的 一 3， 那 来 [me ，mb] 一 ?89. 

证 明 由 [ee, 5]=5, 知 6:;4,， 6:25. 所 以 m6 :ma，m6 : mb， 
m6 m6 和 4 辣 

由 性 质 8 得 (、， 7 -1， 所 以 (22 ， 了 2 ) 一 (二 ,二 )= 工 这 样 , 几 


ma mob a 5b 
和 性质 83 得， ma, m2]=m5. 
推 给 1 如 果 [4, 5]=8, 丽 a :nb in， 吉水 |， 二 | = 二 
第 明 留 栓 鞠 者 ， 
推论 2 ”如果 (a, 0)=1, 闭 末 [4, bc]=cfa, 51. 
” 广 明 设 Le, 6c]=5, 显然 6 :4,6:c， 因 为 (4, 0)=1， 所 以 
6: 0C. 于 是 [ac， bcl=6. : 
二 所 以 [a, 5c]= [Lao， bc jj 一 oa， 站. 
5. 两 数 的 最 小 公信 数 是 两 数 的 乘积 除 以 两 数 的 最 大 公 移 数 的 丙 ， 
证 明 收 (4,5)~d, 于 是 (人 ,也 )=1 


因为 [o, 5J=d [8， -|， 击 | 和， La 


z » -一 ab 
所 以 -一 qd (a, 6) 


值 脸 [Lo 六] 一 Le， 0]. 


证 明 因为 上 a ， ,的 一 全， 而 (ar, b:) = (0, by", 所 以 


a, bp Le 6 
下 面 讨论 关于 多 个 数 的 最 小 公 倍数 的 性 质 . 
6。 设 [as, cs] 一 3 ， [6,， cs j 一 92， [3 ao] 一 3， "i , [6,-, Qnr 
王 0Gn-i， 那 来 Los，aas，… 和 人 9 QJ = Or. 
。16 。 


一 证 明 根据 所 珊 条 站 “a Qi : Os 0...2 : Ga， "a 0 : 0,, 


Os : O01, 也 就 是 5 Nn—1 是 0.1， On2, Os, 和 * as， 02， 0 这 些 数 的 公 
倍数 . 双 央 为 9: Wy Oa Wy 。 O02 : sg, SO1 : ta，91 : Wi1, 
所 以 5,1 是 4， Ho， ，、t_ty ,这些 数 的 公 倍 数 ， 

- 其 次 ， 如 朵 as, dy， ot， es 于 是 ss; at Ok: wo， 


Sr. : tg, "r,s OL ， ws 
这 知 aa， Qs | 一 01, 所 以 cx O13} 
了 4 人 | Ga， gs | 一 人 。， 所 以 OL : 6,) 


- 已 知 L9 cd] 一 90， 所 以 9 :8 :， 
要 使 8, ; 8 ， 就 必须 存在 SS ， 这 就 与 假定 的 6,<6,_， 也 

。 盾 . 所 以 [oo ec 一 5，，， 

- 推论 1 如果 [oa 0s，……、ax 一， 那 来 


1 C1, 人 ， cz =! 6, Crt ，Q, |. 
证 明 设 [4i, a j=01，L61， | i [Ok 2 Uk = Ok 
人 [0 i Qi 一 9 ij 也 就 是 就 ， C1， 义 
Lo, (ay 9 Gr 一人， 5) 
时 L9x-:， xp+ij 一 9k， LOx, Mita dT Orr 和 ,| O62 (|= 01, 
页 用 | 64_ 1， xia rs an 一 人 .就 是 ' 0. HE ， dj 一 人 1。 


所 以 [a 2 ee， [3， Ory ,Ql, 

推论 2 如果 [ai, a;,， 一人， Lat | =, 那 末 
. (ay, Ga, oe, a = 10, 01, 

证 明 因为 | ca ， Qs rs, xj 一 [0， CA 1， 1 ‘i, 
ww,，6 1， 又 由 推论 1 可知 Laksai， gy Wy 6 ]=| 6 ， 0 |. 

所 以 Lai as, on, 0 = [6, 6 

推 葵 3 ”如果 4d;， 9,，……， a 两 两 互 盾 , 那 末 

| a, (yy ee ， 0 一 Qics ee a,, 


证 时 刷 [Lai， wa 一 91， | 61，, Ca | = 0,,) 轩 阁 拘 的 机 ’ 6,—s， ZXn = 6 


+ 17 * 


HN—1s | 


因 为 (a1), as) =1, 所 以 人 二 Qi%2。 因为 〈cics， 0s ) =1, 所 以 
06s.=| 61, xs |=Lai0,, 0s |= W1020s. 辣 理 ， 得 5,=| 6,， Cs = [Laid , 
Qs) = A100 这 样 粹 村 下 去 就 得 到 : i -一 


| ci， Qa ， 一 C CQ a, 
推 花 4 [es ，ag , $= os ee ,4] 
证 明 家 [ai， Qs]=6,, (61, Qs |=6,, ，[ 6 >， Qn = On 
也 就 是 Las G2y ee ,Qn |= On z 一 - 
由 性 质 5 的 推 花 , 可 以 知道 
[os ，g 了] 二 中，[3 as]=68, [35 ,2, 5] 0,. os 
所 以 fas , Qs ,ee ,a5 |=[ ar, ds, ee AQ 了 
7. 如果 Mi ol os，……yan 是 正 整 数 , 那 末 Mi [ao 一 
的 充分 而 且 必 要 条 件 是 : 
Mi: om, M: os, ee ,Mi:a,. 一 
。 竹 明 ”关于 条 件 的 充分 性 : 
一 设 |[&, asj=0， 16 ao jj==8，……… ，([ 6，， a,] = 一 3 _，， 于 是 和 
La, gs so ,Cn =, . 
已 知 [os 6s]=8, 而 Mi: a M : a, 所 BM : 8 一 
已 知 [5 4s]= 6 而 MM: 6, Mi a 所 以 了 8 | 
nn ; 


和 Mi 
法 就 中 明了 条 件 的 沈 分 性 .关于 条 化 的 必 妥 履 的 眶 归 极 入 总, 迷 时 
从 略 ， 


8， 如 果 Cay Cay 9 Cn 9 是 任意 下 整数 那 末 Fa Co2g“ a,] 
6 的 充分 而 且 必要 条 件 是 : z 
3 6 SN 
1 


-证 明 ”关于 条 件 的 必要 性 : 
设 6= Cdi™ G2 = Zndn， 中 是 需要 族 明 


e 和 。 


ia .9 证 和 , OO)=(g, Ca2 和 》 9,) 一 工 ， 


.Qs 人 2 人 
如 人 《91， qs, 人 > qn)=ad>1, 又 设 q1= dP, da 一 MD， 机 


4 一 42， 于 是 得 8 一 oadD 一 aa 和 一 一 GanQD 也 就 是 ,二 一 0a21 一 
如 果 改 并 一 引 ， 由 于 d>1， 那 来 5<5. 而 % 是 


Wi, dz “i Cn 等 数 的 公 倍 数 ,这 显然 与 条 件 Loa， Coy ee ? 0 一 人 
了 矛盾. 所 以 (qi1，q2， ，4;) 一 工 ， 
关于 条 件 的 充分 性 : 


FY i 下 
设 Lai, ay ? cj 一 人 x 6, 那 来 ( -一 ， < 议和 》 0 )=1. 


Qi (2 Cn 
~ 6 人 6 三 | 三 网 = 全 = 
因为 9 ~ 3 一 都 是 整数 ,也 就 是 议 ， 也 是 Ci C2, ? 
a as a 
,的 公 倍 数 . 由 性 质 7 可 以 知道 3 ; 8. 设 5=6'/Y， 这 里 9>1 (4 一 1 
i | G . 合 S 8 8 - * 
- 即 意味 着 5=5')， 那 末 ( -一 -es ， 2-)=(-4, 一 人 
、 Ci U2 Cn Ci Ca 
’ } S 
4)=-( 一 ， 了 gqg=qg>1. 这 就 与 条 件 (一 ， 9 
a \a, a a, Ci Co 
9 ) 一 1 矛盾. 所 以 Co， ay ? an] 一 0. 
9 . 设 {c:， Qs ? an j=6, 那 末 |_ ma， MA ? man |= m6, 
证明 ”因为 6 :4 6 ce， ，8 :ou :所 以 m5: ma 
个 raima Biman 又 由 条 件 可 得 : 
: (2, ,= 
Ga Ws Cn | , 
| : 5 m8 8 8 56 5 
> 这 样 ( UA ， 人 人 了)=-( 一 ， -一 一 ， ) )-1. 
: ma . Ma, man Qi 0 Qn 
_ 所 以 [ma MA ,ma =m6, 


~ 推论 如 时 Lo, Wa ? 0 一 人 ， 而 ct， Qa, “en, Wn 都 能 被 


工人 。 


6 获 除 ， 逆 末 | 全， ,全 | 


Ek? Ek 

薄 明 留 给 芒 者 . 

10， 如 果 n 个 数 gis as， Ci , a, 中, Qi, ay ee ， 
os 都 能 被 4 整除 ,而 txt1，…… ， Qn 都 与 4 互 岳 ， 那 来 

Fei ay ee m=d| 过， ss , 2， Qs ee | a,|. 

证 明 设 |Lci，as，…… .， a j 一 S， 双 ai 一 Co0l， 2 = dg ,ys ， 
ok 一 09i. 很 明显, 5 ; d. 同时 因为 8 ; aktay ww，… ,ie 而 cb | 
a 都 与 4 互 质 ,所 以 ， 

. SO :dar rs :do,, . 

于 是 上 dg，dgsy dqr，daprz，:…… dun] 一 5， 也 就 是 
d=d[gq1, qs, a Gg, Qjray , an]. 

所 以 [ass es，……: 0d， 总 ree, ar as , an. 


. ”有 了 以 上 的 一 些 性 盾 ， 我 们 就 有 条 件 来 探讨 如 何 求 车 干 个 数 的 最 
大 公 葛 数 、. 最 小 公 倍 数 的 问题 ,不 过 ,如 果 要 求 图 满 地 解决 这 个 问题 ,还 


得 具有 数 的 分 解 的 知识 .很 明显 ,要 解决 数 的 分 解 问 题 , 就 应 先 掌握 如 


何 逢 断 一 数 能 和 否 整除 另 一 数 的 间 题 ， 
“下 面 就 分 章 诗 险 有 关 数 的 整除 性 判别 巷 以 及 数 的 分 解 方面 的 并 
题 .当然 ,这 些 内 容 的 设置 不 仅 是 为 了 求 车 干 数 的 最 大 公物 数 和 最 小 公 


人情 数 ;事实 上 ,这 两 方面 的 内 容 是 非常 丰富 的 


第 二 章 ” 数 的 整除 性 章 别 法 


一 个 数 衣 不 能 窜 另 一 个 数 整 除 ， 例 如 ，3360207- 龙 不 能 袖 167 整 


” 除 , 如 果 我 们 不 用 除法 制 别 的 新 , 有 没有 其 他 方法 呢 ? 这 一 章 的 内 容 ， 


就 是 用 来 解决 这 个 问题 的 ， 整除 性 御 别 法 ,就 是 :对 于 整数 六 、D ,为 了 
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要 和 制 别 " 祝 能 否 窜 轧 整 除 ”, 就 找 出 另 一 个 整数 4(14| < LI ), 使 物 蜀 
“六 能 否 被 六 整除 "简化 成 只 需 刊 别 * 4 能 否 被 刀 整 除 ”. 这 个 整数 4 只 
做 判别 数 . 

所 请 一 种 好 的 整除 性 简 别 法 ， 就 是 指 乔 别 数 4 的 求法 很 简捷 的 那 
种 刊 别 法 ， 

在 这 -党 里 , 我 们 将 会 看 到 三 条 定理 (事实 上 , 最 后 一 条 定理 是 前 
面 两 条 的 推广 ,这些 定 理 是 我 们 能 比较 完善 地 解决 整除 性 的 判别 问题 
的 理论 根据 ， 

为 了 书写 方便 ,我 们 规定 下 面 一 些 符号 的 意义 : 


1， 数 入 =10"g, 十 10"~@ 十 十 10c; 十 < ， 
: ;是非 负 整数 , 0<a.<9. 
用 下 面 记 号 天 示 : 
N= ,0a QQ, 


.把 入 从 右 向 左 ,每 + 位 数字 堵 做 一 节 , 如 果 共 分 为 1 十 1 节 ， 我 
们 把 从 右 向 左 的 每 一 一 广 的 数字 所 构成 的 数 分 别 用 下 面 的 记号 表示 
Ar), A A 人 ， Ai), 
辟 如 ,对 于 入 =34675231; 
Aowy=31;. Aiw=62; 4 一 67j 4 一 34， 
而 ho Ascw = 675; Asw—84. 


一 lo + JOMm YA tt +10° 4 十 4ooo， 
例如 ， N= 二 34675231 | - 
z = 10%.4,00) T+ 10* A,co) T1040 As, 
=]10.84 十 104.67 十 10?.52-31. 
N=34675231 
=10°Asw + 10° 41+ Aocs 
=T10s.34 二 10s.675 十 231 
3， 我 们 把 “论断 4 成 立 的 充分 而 且 必 要 条 件 是 论断 了 成 立 ” 用 下 

* DI 。 


面 的 记号 天 未 
A B., 
很 明显 ，(1) 如 果 4 大 之 B， 那 末 8B 三 这 4. 
(2) 如果 A 过 B，B 二 0， 那 末 4 三 0， 
4。 我 们 把 “a 不 定 5 整除 ”表示 成 : 
a 不 :5 


$1 DD 是 10' 一 7 的 纲 数 


在 研究 一 般 情 形 之 前 , 先 研究 几 个 特殊 情形 ， 
1. 当 到 =0 的 时 候 : 
”如 果 10* ; D, 那 末 NN : D 字 4 ; D, (4=api dg0) 


. 证 明 因 为 太一 A = Qn 0aC Oa Cio = Wn ax* 10% 


z : D, 所 以 ,如 果 4 : D ,一 定 可 以 推 得 N ; D。 反 过 来 ， | Dp， 
z 也 一 定 可 以 推 得 4 : D. 这 就 证 实 了 六 :也 的 充 要 条 件 是 4 
因此 , 当 D=2?,5 (9,9 是 莫 负 整数 ) 4 时代, 训 可 以 训 用 了 过 
则 ， 
例 1 御 吕 6078198 能 否 被 8 整除 . 
因为 10* ; 8 (8 一 2:), 所 以 只 需 刊 别 128 能 否 税 8 整除， 
128 ; 8, 所 以 6078128 : 8. 
例 2 刊 别 28335 能 否 被 25 整除 ， 
因为 10? : 25， 所 以 只 希 和 判别 35 能 否 被 25 整除 ,因为 85 不 : 25， 
所 以 28335 不 : 35. 
例 3 和 错 别 26368 能 否 被 250 整除 . 
因为 10* : 250 (250 一 2.5:), 所 以 只 需 御 别 368 能 否 被 250 整除 
| 显然 368 不 : 250, 所 以 26368 不 : 250. 
当 D=20 的 时 候 ， 虽 然 可 以 应 用 上 面 的 法 则 ， 然而 应 用 下 面 的 法 
” 草 却 更 为 简便 : 
如 果 D=2*, 那 末 


和 人 » 


N: D4:D., (A= 2 二 Ca 


征明 已 知 、: : DD 二 这 QQo : D, 所 以 只 希 证 有 明 
_ qa Do 2 a + 2 a ado : D, 
炽 穴 元 A- (Da 2 ka + rar dt) 
= (10*-1— 2t-1)a,_ 1 (0 9?) gs, 
因为 10 一 一 22r2 一 8(10 和 十 10 和 2 十 十 402 上 2 汪 )， 这 


里 8 ; 2 ， 而 括号 内 的 数 能 被 2 整除， 于 是 . 10 一 2 ; 2。 当然 
10*! 一 9x 2. 所 以 
- ~ aa A: 9 (9 D). 
.于 是 容易 推 得 apa4……aao :也 三 >4 : D. 
特别 地 , 当 D=92*, 而 8 是 奇数 的 时 蛋 ， 
N: Do ogi oa st nd : D, 
关于 这 一 点 留 答 读者 诈 明 。 
例 1 试想 出 一 种 币 别 法 ,可 用 来 判别 入 能 否 税 8 整除 ， 
| 因为 8=2', 而 3 是 奇数 , 所 以 得 到 下 面 的 刊 别 法 : 
NN: 8 +20,+a, : 8. 
例 2 利 别 52782 能 否 彼 16 整除 ， 
因为 16=2, 而 4 一 22.2 十 22.7 十 32 一 76,， 所 以 只 需 币 别 76 能 否 
共 16 整除 ,因为 76 不 ; 16, 所 以 52732 不 : 16， 
例 3 御 别 486000 能 否 鹤 32 整除 ， 
因为 832=25, 而 4=24.8 十 8,6 一 96 : 32, 所 以 436000 : 32， 
2、 当 以 =1 的 时 候 : : 
如 果 10* 一 1 : D, 那 末 
(1) Ai: DA : D; [4 二 wy 十 wj 十 机 十 4 
(2) N: DA : D. [A = pd Aocn)] 
证 明 1》 | 
一 因为 NN 一 4=(10%Ajo)+t10 Ai 二 十 10* A 十 Ae)) 
一 (ic) 十 4 -ao 十 和 "十 4 十 A)) 


=(J0%—1)Axe+ (0 TT) di ” 
+ (10*—-1) Asc. 

显然 ， 等 式 右 边 的 每 一 项 都 能 被 10 一 1 整除 ， 也 就 是 NN 4: 
10* 一 1. 因此 入 一 4 : D, 所 以 N: D4 :DD. 。 

关于 (2) 的 证 明 留 输 攻 者 . 

例 1 利 别 324675 能 否 被 9 整除 ，. 

因为 10: 一 1 : 9, 而 4=5-t7 十 6 十 4 十 2 十 38=97, 所 以 只 需 物 别 97 
能 否 被 9 整除 , 因为 27 ; 9, 所 以 324675 : 9 : 
“人 例 2 御 别 74284501 能 否 改 11 整除 . 


-因为 10 一 1 : 11; 而 4=1 十 45 十 23 十 74 二 148，、 由 第 一 个 方法 知 


省 只 需 利 别 143 能 否 鹤 11 整除 ;这 就 需要 钊 别 如 十 1 能 否 被 二 整除 ， 
因为 4 ; 11, 于 是 143 : 11, 所 以 可 以 推 得 74234501 ; 11.， 

这 也 可 以 根据 第 二 个 方法 来 判别: 

首先 因为 二 一 742345 十 1 一 742846， 就 要 刊 别 7428346 能 否 被 11 
整除 .这 里 因为 74233 十 46=7469， 就 需 御 别 7469 能 否 被 11 整除 , 又 


| 因为 74 十 69=143， 于 是 就 需 刊 别 148 能 否 被 11 整 除 ， 显 然 ，1 十 43 


一 44 : 11， 这样 ,向 上 推 去 ,就 可 以 得 到 74234501 : 11， 
为 了 投 述 方便 ,可 把 利 别 过 程 中 所 用 的 运算 安排 如 下 ; 
7428450 1) 
十 ) 01 
7498(46) 
+) 46 
7 4(6 9) 
十 ) 69 
148) 4:11, 
-+ +)48 74234501 : 11, 
4 4 
例 3 币 别 62123 能 否 被 37 整除 ， 


s 人 4 


因为 102 一 1(032.377 : 37, 而 123 十 62 一 185, 所 以 只 需 御 别 185 能 


”和 否 被 37 整除 ,因为 185 ; 37, 所 以 62123 : 37. / - 


这 个 法 则 ,各 时 了 一 1, 就 适用 于 10! 一 1 : D( 基 卫 是 3、 9) 的 时 
候 ;) 如 果 取 =2， 就 适用 了 于 1 一 1 :DD( 例 如 DD 是 11、38、99) 的 时 
候 ; 如 果 取 1 一 3， 就 适用 于 10 一 1 : D (例如 2D 是 27、37、 111、383、 
999) 的 时 候 ; 如 果 取 《=4, 就 适用 于 10 一 1 : DC 例如, DD 是 101、308、 
909、1111、3888、9999) 的 时 候 ; 等 等 ， 

3。 当 用 = 一 1 的 时 锯 : 
各 果 10* 十 1 也, 那 末 
(1) N: D4:D; (A= Aocn— dace 1) A 


一 | A Tt A | | 
一 [4 十 -4 十 ,vv 了 
《2 ) N 。 LA 4 ， 及 es 和 CTC -iD ) ， 


证 明 (1) 一 4 一 [A 二 04 十 04 
一 Lp 一 4 十 二 CC—[) di | 
= (0 二 1) dp 二 CEO 1) dg 
ORC—1) di,. 
而 10* 十 :40* 十 二， 
10%* 一 4: 10* 十 1， 
当 {是 偶数 的 时 候 、 10*—(—1)‘=10%—1: 105+1, 
当 t 是 奇数 的 时 候 ，10* 一 (一 1)‘=140* 寺 1 : 10 十 4， 
于 是 上 一 4 ;10* 十 1， 也 就 是 访 一 4 ; D., 从 而 可 推出 . 
N:DEA:D, | 
关于 (2 的 幅 明 留 输 芒 者. 
网 1 币 别 345750209 能 否 被 7 整除 . 
内 为 10 二 1C10 1=7.11*13) :7、 可 以 用 第 一 个 方法 特别 : 
这 里 4 二 209 一 750 二 845 一 (209 二 345) 一 750= 一 196, 所 以 只 需 逢 


* 256。 


别 一 196 能 否 窜 7 整除 ,因为 196 :7， 也 就 是 一 196 : 7, 所 以 845750209 


: 7， z 
这 也 可 以 用 第 二 个 方法 御 别 : 我 们 把 利 别 所 用 的 计算 安排 如 下 : 
345750(0209) 
一 ) 209 
3 4 5(5 4 1) 
一 ) 5 4 
—] 96 
因为 196 : 7， 所 以 345750209 : 7， 
例 2 刊 别 74234501 能 否 被 11 整除 . 
”因为 10: 十 1 ; 和 1, 所 以 这 个 例题 可 和 上 例 一 样 解决 . 但 是 10 十 1 : 
11, 所 以 我 们 就 可 以 这 样 来 判别 : 因为 4=( 十 5 十 3 十 和) 一 (0 十 4 十 


+7) =0， 显然 , 0 : 11, 所 以 74234501 : 11， 


例 3 逢 别 981720 能 否 被 101 整除 。 
因为 10" 十 1 : 101， 可 用 第 一 个 方法 来 御 别 ， 
”因为 4= (920 十 98) 一 -17=101 : 101, 所 以 981720 : 101， 
用 第 一 个 方法 来 币 别 : 
9 8 1 7(2 0) 
-) 20 | 
9 7(9 7) 
一 ) 9 7 
0 
”因为 0 101, 所 以 981720 : 101. 


这 条 法 则 ,如 果 取 《=1， 就 适用 于 10 二 1 : D ( 即 刀 等 于 11 的 


”时 外 ; 如 果 取 8 一 2， 就 适用 于 102 二 1 : D( 即 人 DD 等 于 101 ) 的 时 候 ; 如 
果 取 8 一 3， 就 适用 于 10 十 1 : D ( 即 D 卫 等 于 7, 11, 18, 77、 91、 148、 
1001) 的 时 候 ; 如果 取 =4, 就 适用 于 10 和 十 1 : D ( 即 D 纂 于 73、 137、 


”10001) 的 时 候 ; 等 等 ， 


» 26 。、 


E 
4 
] 


4， 当 =2 的 时 避 : 
四 ”如 果 10” 一 : DD, 那 末 
(1) N: p> : D; 
[A= 4 二 2240 十 二 .40 十 和 十 2 
9) N: DSA4': D, [LA =an a 2 Aocw)] 
当 以 = 一 2 的 时 候 : 
如 果 10* 十 2 : D, 那 末 


(1) N : D4 : D; : : 
: [4= A —24T 2 dO— (2)' 4 
和 (2) Ni Dr 一 4 : DTA mba (—2)+ A] 
。 法 旭 的 媳 明 留 栓 芒 者 . 


例 1 逢 别 14994950 能 否 被 499 整除 . 
因为 10: 一 9 : 499, 所 以 


(1) NN: : 499 二 > 4 十 24 十 ‘oe 十 2:4,.,) : 499; 
_ (2) N : 499 志 一 ee 499. / 
" 由 (4) 来 币 别 : 这 里 只 需 物 别 4 能 否 彼 499 整除 .因为 4 一 950 十 
2， .984 于 14= (14: 0). 2 十 950, 所 以 数 4 的 求法 可 安排 如 下 : 
1 4 (9) 
= +)994 
| 四 1022 (.92) 
十 ).950 
-| ‘2994 =4 


至 于 2994 能 否 税 499 整除 ， 可 以 用 上 面 方法 同样 处 理 因为 994 
- 十 2.2 一 998 ; 499, 也 就 是 2994 : 499. 
” ”所 以 14994950 : 499， | 
由 (2) 来 判别 : 这 里 4'14994.2 十 950 二 380988, 所 以 只 需 利 别 
30938 能 否 锌 499 整除 . 因为 30*2 十 938 二 998 ,于 是 ,就 需 刊 别 998 能 


Cr 


人 


4 OF ™ 


否 被 499 整除 ， 因为 ,998 : 499, 也 就 是 30938 : 499，. 所 以 14994950 


: 499. 
例 2， 评 利 别 3360207 能 水波 167 整除 ， 
因为 10? 十 2 ; 167, 所 以 
(1) 六 :167 二 二 4 一 24 十 二 (一 2 : 了 16 六 
(2) N: 167 基 二 ww…aa (一 2 十 4 : 167, 


由 (1) 来 御 别 :这 里 只 需 币 别 . 二 能 否 彼 167 整 除 , 面 4 = 二 207 一 2,360 


+ 一 2)?,8 一 [8.( 一 2) 二 860].( 一 2) 十 207, 所 以 数 4 的 求法 可 安排 如 
下 : 


3 [C2)] 
+)360 . 
384 [一 2)] 
-+)207 
一 50 了 一 4 
501 : 167 (其 一 501 : 167)， .… 83860207 : 167， 


由 (9) 来 制 别 : 因为 4==8360"( 一 9) 十 207 一 一 6518， 首 先 和 制 别 
一 6513, 能 否 税 167 整除 .由 于 6.( 一 人 -5413 一 501， 从 而 只 需 利 别 - 


.501 能 否 被 167 整除 ， 因 为 501 : 167, 所 以 可 推 得 3860207 : 167. 


关于 于 = 2 的 那 条 法 则 ,如 果 取 =1, 就 适用 于 10 一 2 :DD 即 已 


等 于 2、 4、 8) 的 时 外; 如 果 =2， 就 适用 于 10:—2:D (多 如 妃 等 王 


”7、14、 49) 的 时 候 ; 如 果 取 8 一 3, 就 适用 于 10? 一 2 : DD ( 营 如 卫 等 于 | 
” ”499、998) 的 时 候 ;等 等 . 


关于 M= 一 2 的 那 条 法 则 ， 如 果 到 天 一 工 就 适用 于 10-9 | 万 ( 例 
如 妃 等 于 6、13 ) 的 时 候 ; 如 果 取 4 一 2, 就 适用 于 10? 十 2 ; D( 例 如 DD 


:等 于 芒 、 34、 谍 、102 ) 的 时 候 ;如 果 取 4 一 8， 就 适用 于 10 二 2 : D( 例 


如 也 等 于 167、334、501、1002 ) 的 时 候 ; 等 等 ， 


5、 上 面 研 究 了 MM 等 于 0、 土 1、 土 2 的 几 种 特殊 情形 ， 即使 是 这 几 


种 情形 ， 我 们 已 经 奢 到 由 它们 可 以 创 交 不 少 有 趣 的 获 除 性 的 御 别 法 出， 
现在 来 研究 一 条 较为 一 般 的 定理 ， 


| 08 。 


如果 10+ 一 1 : D ( 是 正 整 数 ， 1 是 任意 整数 ) 那 末 
- (1) 和 pa D; [A = A MAiwt MA] 
z (90) N: DA: DIN NMA] 
一 证 明 (1) V 一 | | i 
一 | TOF A TO A106.)F oe T0410 Aoes, | 
| — MAT MA a oo] 
| 10% MI) Ayos C100—D8 A As st eee 
- + (10*— MY) 4， | : 
-因为 等 式 右边 的 每 项 都 能 被 107 一 于 歼 除 ,所以 六 一 4 : 107 一 人 
因此 YX 一 4 : D. 这 就 推 得 了 (1)， : 
(2) N—A! py [Lan Qn M+ Aoow] 
= a 10%— M). 
显然 , 一 4 :10* 一 M, 也 就 晤 诅 , 入 一 4' : D. 所 以 也 推 得 了 (2).， 
在 具体 应 用 定理 之 前 .必须 先 安排 一 下 求 数 4 的 运算 方法 ,以 便 能 
简 邱 地 求 出 币 别 数 ， 


4 十 … Miioy, 可 用 下 法 求 得 : 
A (MM) 
十 ) 入 -xn _ 
4 十 4 (»M) 
十 》 A tt) 


十 ) ae . 
A MA MT A (+N) 
十 ) or) 


4 Ck) 十 .34 十 二 Aicr) =4 


一 垩 于 数 4 一 的 了 法, 过 可 以， 
例 : 刊 判 292067 站 否 被 97 政 除 ， 
因为 10: 一 8 ;97, 就 是 4=2、 开 =3. 所 以 


6 O00. 


-本 


mu 


(1) N ;97 二 十 4) 十 34 十 十 8 dx) : 97;， 
(29) N :97 B+ od ;97， 
由 (1) 来 简 别 : 因为 4 二 67 十 8:20 十 8:'29 一 (29+8 十 20)*8 十 67， 
写 的 计算 可 以 安排 如 下 : 29 (.3) > 
z +) 20 
107 (8) 
+) 67 
888=A 
当然 要 御 别 888 兹 省 袖 97 整除 ， 可 以 用 同样 方法 处 理 : 因为 88 


”十 8.8==97 : 97, 就 是 388 : 97, 所 以 292067 ;: 97， 
.由 (2) 来 逢 别 : 2920 (.8) 


+) 67 
8827 


.、 和 制 别 3827 能 否 和 被 97 整除 , 太 可 以 用 同样 为 法 处 理 : 


88 (.3) 
+)27 
、 291 | 
于 是 , 就 只 筑 御 别 291 能 否 鹤 97 整除 .因为 2.8 十 91 一 97 : 97， 就 是 
291 ; 97， 从 而 8827 ; 97, 所 以 得 292067 ; 97， 
. 例 2 御 别 2874728 能 否 鹤 13 整除 . 
因为 10*+1 ; 18, 双 功 二 3 ;13， 由 上 可 得 到 两 种 币 别 法 
(1) N: :13 二 一 4 一 4 十 …… 十 (一 一 二 ) Ars, : 18 
(或 N :130% Ge ome : 13); 
(2) N : 18234— 30+ 8 8)" 
Nl 18). 
我 们 可 以 把 这 两 种 方法 精 合 起 来 应 用 。 


一 先 由 (1): 因为 728 一 374 十 2 一 851 ， 所 以 只 1 需 物 别 851 能 否 被 18 


整除 ， 这 就 可 以 由 (2) 来 完成 : 


* BO *。 * 


因为 1 一 8.5 十 8%8 一 18 ; 18, 就 是 351 ; 13， 所 以 推 得 23747283 : 
13， 
例 3 刊 别 4039979 能 否 被 1999 整除 ， 
可 以 看 到 1999 的 5 倍 等 于 9995. 就 是 及 , 104 一 5 ; 1999, 这 里 得 
到 hk 一 4、 MK 一 5. 这 就 找到 了 利 别 法 .因为 9979 十 5.403=11994, 于 是 
就 只 需 币 别 11994 能 否 被 1999 整除 。 因 为 1994 十 5 1T=1999 : 1999， 
就 知道 11994 : 1999, 从 而 推 得 4039979 ; 1999， 
例 4 刊 别 51860307 能 否 钙 508 整除 . 
显然 ,10 十 6 : 503， 就 是 4 一 8， 于 一 一 6. 这 就 殉 示 找到 了 币 别 
法. 51 [( 一 6)] 
二 7860 
554 | (一 6)] 
+)307 
一 3017 
这 就 需要 御 别 8017 能 否 被 503 上 整除. : 
因为 17 十 (一 6):3= 一 1, 而 一 1 不 ; 503, 就 知道 3017 不 ; 503， 
所 以 51860307 不 : 503. : : 


§2 万 是 到 .10: 1 的 的 数 


在 研究 一 般 情 形 之 前 ,人 先 研究 几 个 特殊 情形 。 

至 于 开 = 士 1 的 情形 ,显然 ,在 上 一 节 里 已 获得 解决 . 

1。 当 放 =2 的 时 候 : 

如 果 2.10* 一 1 : D, 那 来 . 

(1) N: DA :; D; [A= A 2A ct ES 

(9) N: D4 : DLA marast dm] 

证 明 (1) 因为 2.10* 一 1 ; D, 可 以 断 首 CD, 2) =1， 从 而 (D, 2:) . 
1, 这样 ,由 入 :可 以 推 知 2:N : D; 反 过 来 ,也 可 以 由 2'N : :也 推 
nN:D. 或 NN: D2N D, 


4 


于 是 间 题 就 变 成 只 需 放 有 明 ， 
24N : DA:D., 


2 一 4 


= F2110i% 4) 二 2 红 05… 4 _-1(1) 十 


一 [1.4 十 24 am 十 


+ 272.10%—1] As0. 


显然 ,等 式 右 边 每 项 都 能 被 2.10* 一 1 建 昧 ， 也 就 是 都 能 发 也 整除 ， 


因此 2 一 4 :.D, 于 是 可 推 得 : 
: 2 : D4 :DD, 

关于 (2) 的 镍 明 留 答 化 消 . 

“ 例 1 币 别 4029976 能 否 被 19 整除 . 
“因为 3.10 一 1 : 19, 所 以 - 


(1) NVN :19 


”把 4 的 运算 安排 如 下 : 


-站 2。 


0 十 2.4 :十 
(2) Ni 19 oa," @’ + 2 : 


由 (1) 来 物 别 : 4=4-F2.0 十 22.2 填 25.9 寺 24,9 二 25 7 490.6， 我 们 


十 2 


T9 . 


(.2) 


(»2) 


(*2) 


(*2) 


(2) 


人 9404 二 fw] 
‘re 十 2 -1 A Tt 2 AA, | 
= | (2.10*)t~—1 Ac +t 22.107) ~—1 1A 二 


于 是 内需 御 别 836 能 否 被 19 整除 , 这 可 以 用 同样 方法 处 理 :因为 
8 十 2.3 十 2.6 二 88 ; 19, 也 就 是 886 ; 19, 从 而 4029976 ; 19。 

由 (2) 来 判别 : 因为 由 = 一 402997 十 2.6,， 而 4 的 值 仍 很 大 ,所 以 要 
淹 别 二 能 否 被 19 整除 ， 可 以 用 同样 力 法 处 理 . 这 样 ,我 们 可 以 把 币 别 
过 程 中 所 需 的 计算 安排 如 下 : 

z 402997(6) 
十 工 2 (=2.6) 
408300(9) 
十 ) 18 (=9.9) 
1) 156 (=2.8) 
0 4(7) 
和 4) 14 (=2.7) 
4 1¢8) 
十 )1 6 (= 28) 
5 7 
因为 57:: 19, 所 以 4029976 ; 19。 
例 2 币 别 40021979 能 否 改 1999 整除 、 
下 节 中 已 采用 过 这 个 例子 ,这 时 当然 要 用 另外 的 方法 求解 决 它 ， 
因为 2:10: 一 1 ; 1999， 所 以 


(1) N :1999— A + 24 tt 2 Ado, : 1999; 
(2) N :19994230% Gs +2. do : 1999， 
由 (1) 来 御 别 : A4=40 二 2:91 二 22.979， 所 以 可 以 把 求 4 的 运算 安 
排 如 下 : 979 (C9) 
+ ) 21 - 
1979 (人 2) 
+) 40 


8998=4 
a 88» 


显 A, 3998 : 1999， 所 以 40021979 : 1999， 
由 (2) 来 制 别 : 因为 由 (2) 来 制 别 ， 全 往 希 要 把 法 则 过 生地 应 用 几 
砍 , 所 以 把 整个 判别 过 程 中 的 计算 安排 如 下 : 
40021979) 


十 ) 19.58 《一 2.979) 
41(97 9) z 
+)1958 : (一 2.979) 
1999 


由 精 果 可 以 知道 : 40021979 : 1999. 
2， 当 对 = 一 2 的 时 候 : : 
“如果 2.10*-+1 ; DD, 那 来 z 
(1) N: DA: DLA= A —2Aicp tT (2) A] 
(2 Ni: DEA4 DLA- 2d 
用 明 部 分 留 栓 茂 都， 用 
” 例 1 利 别 148874 能 否 补 67 整除 ， 
因为 2.10? 十 1367, 所 以 四 
(1) NN: 67 基 二 4 一 24，io 十 “ee + (—2),0,) 67; 
(2) N :67 0 a 2 do : 67. / 
| 由 (71) 来 制 别 : 4=14 十 88( 一 2) 十 7 和 一 2)*。 所 以 可 以 把 求 4 的 
“运算 安排 如 下 : 。 
7 4 [「.(~2)] 
二 ) 88 
一 60 [.( -2)] 
十 ) 14 
184 
因为 184 : 67, 所 以 148874 : 67. 


”图 (2) 米 制 出 : 和 对 各 中 的 至 部 计算 安排 如 下 : 
34% 


1 4 8 8(7 4) 
—) 148 =2.74) 


1 3(4 0) 
一 ) 8 0 (= 一 240) 
一 6 7 


由 知人 巢 可 以 推 知 : 148874 ; 67. 
” 例 2 利 别 273347 能 否 袖 6667 整除 . 
内 为 2. 10 十 1 : 6667， 这 就 就 明 找到 了 和 制 别 法 .因为 4= 27 十 
3834 作 一 2) 一 一 6667 : 6667, 所 以 273847 : 6667. 
3 . 现在 来 研究 较为 一 般 的 情形 . 
定理 ”如果 .10 一 1 :DG 是 正 整 数 ， 江 是 非 需 整 数 )， 那 来 
(1) NN: D4 : D; [A= A +t NMA)+ “ie +AM! Ar, | 
(2) N: DA': DTA Saat Md _ 
证 明 (1) 由 状 ,10* 一 1 ; D， 可 以 断 早 《| 村 |， 人 一 1, 从 而 
(JM! , 轧 ) 一 上 . 就 有 NN : DM'N :DD. 
于 是 只 需 证 明 : MIN : 万 二 一 全: : D. 


MIN- A 

= M10% Adio MIOWDE A spe Or As + MA] 
—[ Aixst MA te 十 到 一 Lo 十 人 oo 

一 LCMI1O*):— 11Aiw + MLCMIOr)’! 一 上 | 4-xo 十 “ee 


+ MI M10*~ 11 4A,. : 

显然 , 等 式 右边 的 每 项 都 能 袖 M10* 一 工整 除 ,也 就 是 都 能 被 也 整 

除 ,所 以 MIN 一 4 : D， 从 而 可 以 推 得 : 
MN: De>4A:D. 

(2) 因为 六 ; AHMN :; D, 所 以 只 锋 证 上 明 : 
MN: D4 :D. 


MN— A4'=[a, 欣 半 二 和 re "M10*+ MA i i La i 十 M Any] : 
= Wp an( M10*—1) : D, 
“35. 


所 以 可 以 推 得 :MN : Dp 过 4: D, 于 是 NN: D 字 4 D. 
”在 具体 地 应 用 定理 之 前 ， 先 安排 一 下 求 效 刀 的 运算 ， 以 本 条 起 地 录 
出 刊 别 数 . 


数 4= 4 十 MA4 op 十 十 324 可 由 下 法 求 出 : 
Aow CB) 
十 ) A 
4+ Mdm (CM) 
十 ) 4 
. 十 ) A 
A MAwt et Midow=4 
“于 数 4 一 i 十 村 oe, 比较 容易 计算 ,这 里 从 略 ， 


” 例 1 逢 别 2674763 能 否 堆 133 整除 ， 
.因为 4,102 一 于 : 188, 这 里 《一 24， 寻 一 4 和. 所 以 
(1) N: 188 A + 44, 1(8) 十 … 十 村 4 188; 


(9) Wi 1938 a tt da a : 188, 
”由 ( 民 ) 永 币 别 : 
6 8 (.4) 
十 ) 4 7 
9 04) 
二 ) 67 
1268 (4) 
士 ) 2 
5 054=4 
只 需 制 别 5054 兹 军 袖 133 整除 。 这 可 以 用 同样 方法 处 理 : 
5 4 (.4) 
+) 50 
266 


=。 36 所 


因为 266 : 188, 就 是 5054 : 188， 从 而 26747683 : 183， 
由 (2) 来 币 别 ; 
267476 8) 


+) 2529 (=4.68) 
| 2 6 9(9 9) 
- +)396 (=4.99) -。 
6 685 


因为 665 ; 188, 所 以 2674763 : 133， 

例 2 和 判罚 14994950 能 否 被 499 整除 

上 上 节 中 采用 过 这 个 例子 ,这 里 当然 准备 用 本 节 中 的 定理 来 解 . 
”因为 5.10: 一 1 : 499, 就 是 f 一 2、 肛 =5., 这 就 找到 了 币 别 法 : 


(1) AI 499 妆 二 4 二 54 十. 二 54 : 499; 
(2) N: 499 Ya, d+ doa, : 499. 
由 (1) 来 判别 : 
5 0 (18) 

+) 49 

- 299 (5) 

+) 99 

1594 (5) 

十 ) .4 

7984 


于 是 只 多 利 别 7984 能 否 被 499 整除 ， 这 可 以 用 同样 方法 处 理 : 


84 (85) 
+) 79- 
499 


由 精 果 可 以 知道 79841 : 499, 所 B14894950 : 499， 
由 (2) 来 制 别 : 


es 87 5 


149949(50) 
十 ) 250 (=5.50) 
150 1C9 9) 
+) 495 (一 5.99) 
1 9(9 6) 
+)480 5.96) 
499 
由 结果 可 以 推 知 14994950 : 499. 
例 3 御 别 9120738 能 知 被 43 整除， 
(1) 因为 18:10 一 1 ; 48, 就 是 6=1, M=18 光 这 找到 了 制 别 活 


| 我 们 铁 第 二 个 方法 来 简 别 : 


9 1 2 0 7(8) 
十 ) 3 9 (=13.3) 
9 1 2 4(6) 
十) 78 (=18:6) 
9 2 002) 
+) 26 | (=18.2) 
9 4(6) 
+)78  . : (=18°6) 
1 7(2) 
十 )2 6 (一 13.9) 
48 
因为 49: : 43, 所 以 912078 : 43， 
(2) 因为 3， 10? 十 1( 一 301) : 48, 就 是 6 一 2， 及 一 一 3 这 机 投 到 
了 另外 的 一 个 利 别 法 ， 我 们 也 挑 其 中 的 第 二 个 方法 来 御 别 : | 
9120(7 8) 
十 ) —219 [= (~—8).78] 
8901) 。 z 
十 ) —8 [一 (一 8) 
8 6 
$ 8 


因为 86 ; 43, 所 以 912073 : 48. 
一 例 4 利 别 8962044 能 否 被 87 整除 ， 
因为 2:10: 十 1 : 87， 就 是 =3,， 杂 = 一 2. 这 就 找到 了 利 别 法 .我 
们 挑 基 中 的 第 二 个 方法 来 逢 别 : z : 
8962044) 
十 ) ， 一 8 8 [一 (一 2) .44] 
8(8-7 4) 
.| 4+) ~1748 . [=(—2).874] 
一 1740 
于 是 我 们 只 需 利 别 1740 能 否 被 87 整除 〈 当 然 这 是 个 容易 检验 的 
间 题 )， : : 、 
因为 26.10 十 1: 87, .就 是 4=1，M= 一 26， 于 是 上 面 留 下 的 天 
题 ,可 以 这 样 解决 : 和 
: 1 7 4(0) : 
十 ) 0 [=( 一 26)"0] 
1 7(4) | 
+) ~104 [=(—26)*4] 
-87 了 
” 因为 一 87 ; 87, 就 是 1740 ; 87， 从 而 8962044 : 87， 
这 条 定理 的 第 二 个 方法 ,可 以 叫做 截 尾 法 ， 


$3 DD 是 取 *10+ 一 1, 的 秽 数 


我 们 已 翅 大 到 上 面 两 节 里 的 定理 所 舍 内 容 非 常 丰富 。 但是， 尽管 
和 此 ， 这 里 还 要 介 超 一 条 更 加 一 般 的 定理 一 一 上 面 两 条 定理 仅 是 它 的 
推 险 . 

.定理 如 果 Mo10*- Mi :以 ， 是 正 整数 ，M1,、20 是 非 雳 整数 加 ， 
且 ( 1 ,124| 一 1 那 末 
@@ 如果 Ms=1, 那 末 , 当 计 1=0 的 时 钻 定理 也 成 立 ， 
es 39 s 


的 时 候 ; : 


{1) N: p34:D; : z 
[A= M$ A ME MM Arcnt T+ MMT Asn t+ MS A 
(9) N: DA : D, | A4'= Ma, oerns w+ M, Aocw,) | 


姓 归 (1) 出 条 件 可 知 ( |Ms| ，D)==1. 因为 , 如 果 ( Ms| ,， D)=4 
”>1, 就 导出 37 :dg 于 是 ( 1304 , 1M )>1， 
因此 (1 ,，D)=1， 无 疑 的 ,N : DE 一 46 N :了 D, 所 以 只 需 起 


明 : MID 一 >4: 7D. 
Mi: N—A 


=[ MG IO A t+ METOUTD A ee + MEI0*Ac)+ ME Aocr) 


LM A Mi Ma A tt MAME A MS Aocr) 
=[(M,10*)!— Mi A Mol CM10)™ — My A t+ en? 


MM10:— M,]Ai. 


显然 ，MSN 一 4 ; M10* 一 M,， 也 就 是 MiN 一 A : D. 


所 以 可 以 推 得 : WMA : D 二 二 4 : D. 也 就 是 鹃 ,人 N : De>4:D. 


(2) 因为 MN : D 二 人 YN : D. 于 是 只 需 证 明 : 
MN ID 4 : D. z 
而 MN—A4 、 
=[M, 10707 rat Mo Aoow] ~ [ Mian, Mo Aociy] 
~(M,10r— Ma sa: M10— M,, 


就 是 友信 一 4 ; D, 所 以 可 推 得 : MN : D4' ;7D， 
这 一 定理 ， 如 果 有 =2， M, 一 2 Ms =— 二 3、 就 运用 于 83， 10"~2 (有 即 
2， .149) : 力 的 上 时候; 


又 如 ,hb 一 8，M, 一 5,M, 一 4, 就 适用 于 4.10' 一 5( 即 5.17*47) : D 


双 如 ，4 一 3，M1 一 一 2，30 一 4 和， 就 适用 于 4.10* 十 2 (一 2.3.23。 


29) : DD 的 时 侯 ; 等 等 ， 


，40 。 


ET . . 


又 如 ,h 一 8，M, 一 一 8，M, 一 2, 就 适用 于 2,10? 十 3( 即 2008) : DD 
”的 时 候 ; | - z 


在 具体 应 用 定理 之 前 ， 先 把 来 4 的 运算 安排 如 下 ,以 剑 简 捷 地 求 出 
制 别 数 。 


数 4= 人 Ms A 十 ME WM A tt 十 中 站 < 可 二 下 法 来 出 : 
7 A Cl) 
十 ) A (MM) 
- Md Ao (NM,) 
T) A (*AM1) 
1 十 ) < 《4 ) 
| Ms A ee Mi do =d 
数 4 也 可 由 下 法 求 出 : 
4 Ui) 
十 》 40) CHL,) 
| z Midiost Mole (LD) 
| . 十 》 . sae) Cdl ) 
十 ) A (M5) 
多 至 于 数 少 = M4,…… Qi 十 Mo de, 的 求法 很 清单 ， 区 里 可 以 从 上 赂 ， 
例 1 和 制 别 814539 能 否 被 149 整除 ， 
因为 3.10 一 2 : 149， 就 是 ~ =2, M;=2, NW,=3., 这 就 找到 了 外 
别 法 ， 站 
用 第 一 个 方法 来 币 别 :， 
39 (.8) 
+) 4.5 (9) 
人 2 07 (〈-3) 
十 ) 8T (2) 


于 是 只 需 利 别 745 能 否 改 1 149 政 除 
4 5 (8) 
+). 7 (42) 
z 149 
由 结果 可 以 知道 745 : 149, 从 而 314539 : 149， 
用 第 二 个 发 法 来 御 别 : 
3145 (.9) 
十 ) 39 (3) 
6407 


只 直 币 别 ! 6407 能 理科 149 整除 ,这 可 以 用 同样 方法 处 理 : 


6 4 《， "2) 
+) 7 (8) 
z : 149 
由 结果 可 以 知道 6407 : 149, 从 而 314539 : 149， 
对 于 149， 当 然 还 可 以 找到 4=1, M,=1, 轩 一 15 ( 即 15:10-1 
149) 的 币 别 法 ， 不 过 这 由 52 的 定理 已 可 解决 。 
例 2 逢 别 8461255 能 否 被 799 整除 . 
《显然 8.10? 一 1 ;m799, 即 4 一 2，M, 一 1，M,=8， 不 过 这 由 $2 的 
定理 已 可 以 解决 .) 
因为 4.10: 一 5( 即 8995 ) : 799, 就 是 68， M5,M, 一 4, 这 就 
找到 了 利 别 法 ， 1 
用 第 一 个 方法 来 刊 别 ; 
255 (.4) 
+) 461. (5 
8825 (.4) 
十 ) 3 (*5°) 
z 188765 
® 2 5 


于 是 只 需 刊 别 188375 能 否 禾 799 整除 ， 这 就 可 以 用 同样 为 法 来 处 


875 (4) 
+) 18 (5) 
1565 
很 容易 奉 到 1565 不 : 799, 所 以 3461255 不 : 799， 
用 第 二 个 方法 来 刊 别 : 
3461 (5) 
十 ) 255 (.4) 
188325 
下 面 灿 楼 刊 别 18825 能 否 被 799 救 除 ， 
| 1 8 《5) 
十 ) 3925 (.4) 
1890 
因为 1890 不 : 799, 就 是 18825 不 :799， 从 而 推 知 3461255 不 : 
799， 
例 3 刊 别 755761 能 否 被 251 整除 . 
(因为 10 十 4 : 251， 就 是 8=3，M:= 一 4，1 一 1. 这 由 $1 的 定 
理 已 可 以 解决 .) 
因为 5.10?+2 : 251, 就 是 上 =2, 人 ,= 一 2，M; 一 5 这 就 找到 了 
制 别 法 : : i 
-用 第 一 个 方法 来 判别 : 
61 (5) 
T+) 57 (一 2)] 
191 (5) 
十 ) 了 5 [.(~2)”] 
1255 
”然后 制 别 1255 能 否 被 251 整除 ， 


5 5 (6) 
十 ) 2 [一 2) 


251 


”由 结果 可 以 知道 1955 : 251, 从 而 755761 : 251， 
- 用 第 二 个 为 法 来 御 别 : 
7557 上 (一 2)] 
十) 6 1 (5) 
—14809 
然后 乔 别 14809 能 否 狼 251 整除 ， z 
z 148 [.(—2)] 
十 ) 9 (°5) 
四 一 2 51 
南 灶 果 可 以 知 浊 14809 : 251, 从 而 755761 : 251.， 
至此， 对 于 整除 性 的 刊 别 法 间 题 ,已 相当 党 满 的 解决 了 . 就 是 省 : 对 


“于 任意 的 除数 D， 一 害 可 以 找到 通 宣 的 烽 租 M1， 使 10 


: 


M, : D. 
最 后 再 举 一 个 例子 作为 桔 束 . / 
例 试 作 出 对 于 DD( 从 2 一 100) 的 整除 性 刊 别 法 ， 
”对 于 也, 只 要 指出 存在 数 粗 4、24,、Ma， 使 Ms10* 一 i 这 就 


是 驳 , 对 于 了, 存在 整除 性 刊 别 法 ， : 
”着 无 和 多 个 .下 面 所 指出 的 数 租 都 名 为 是 比较 适宜 的 。 | 


2 使 Maot0 一 Mi s 的 数组 k、 Mi、 Ms ， 


2 0 

3 1 .. 

4 2 0 1; 1211 -21 
.8 1, 0, 1 z 
+6€ 1, 4, 1; 1, —2, 1 


1， 


D | 使 了 2107 一 了 Li :DD 的 数 粗 庆 Mi、 和 Ms 


3, 1; 1, —1, 2; 3, —1, 1 


0, 1; 1, 2, 1 
1, 1 

0，1 

一 1，1; 3， 一 1， 
—2,， 1 


1 


—3, 1; 1, 1, 4; 3, —1, 1; 2, —4, 1 


| —4， 1; 2 2， 1 


-8, 1 


0,1; 2， 4, 1; 1, —2, 3 


一 了， 工 ; 1, —1, 5; 3， 一 3， 1 


10， 1; 1 一 2， 7 
1, 2; 2, 5, 1; 2, 1, 4 
0, 1 


一 下 ，2， 2， —8, 1; 4， 4, 1 
一 10，1 1, 8, 3; 2, -6, 5 
1, 7; 2，1，3; 3， 一 1，2; l» 一 3， 2 


4, 1; 1, 2, 5 
0, 1 


4, 1; 1, 2, 3 
1, 3; 3， 一 1，2; 
10, 1 

—1, 39; 9, 1, 4; 


一 4 1; 1， 4， 3) 1, 一 2， 5 


下 


2， 一 以， 1 
4， 一 吕 ， 1 
2， 一 3， 4 


0, 1; 2, 4, 1; 8, 8, 1; 1, —2, 9 


1, 1; 1, 7, 4 
一 2，13 1， 一 4， 
一 上 5， 1; 1, —5, 


.~“8, 1;.1， 一 2， 


1, 1; 1, 3, 4 


—8， 号 ; 2， 一 4， 


1, 4 


3 
3 
7 


人 oO 
Wy ee 


一 人， 3 


-die 


i 。 D 自习: | ™ i™ 是 
汪 1 » 


9， 
1， 
4 
2， 
1t， 
1， 
2， 


2 
2， 


2， 
2， 
2， 
2， 


. 2， 
， 2 


2， 
3， 
2， 
1， 
1， 


.1， 


1， 
1， 
0, 


6， 


1， 
3， 
2， 
4， 
1， 
3， 
1， 
3， 


‘0， 1 


—1, 4; 4， -4 1 | 

4 1; 3， 一 8， 1 2， - 、 1 

_1 3; 3， 1，43; 1， | 1 
6 5 1, 2, 9; 2，12,1; 

3 >» 

一 5，43 2，10, 1. 


2 


6, 1; 1, 3, 5 


2, 1; 1, 1, 5; 4, 4, 1 
P- 3 
0, 1 
2, 1; 1, —1,5 
一 4， 1; 1， 一 2， Db 
—6, 1; 1, —3, 5 
-8, 1; 1， 一 4 5 oo 
—10, 1; 1, 5, 6;. 2， 
一 8，1; 1, —6, 8 

; 一 了 ，8 
1, 4; 1， 
8 8; 2，10, 3; 4, 4, 5 
一 8，8; 
1, 6; 3， —3, 1 
0, 7 1 
. 1 6; 4, —4， 1; 2， 1 
一 工 6G; - 
8 了 2， 一 10， 33 9 8， 
» 1» 
0 了 4, 2*, 1; 1，6，7 
?3 > | 
一 吕 ， 6; 2， 58， 2 - 

了 

1; 1，4， 
-; 2; 3, —5, 1; 1，3，7 
一 工 
4, 1; 1, 2, 7 a 
1, 7; 4, —5, 1; 2， 
nn) 
20， 1， 3» 20, 。 ; 
一 1 了 5 SP 6， 工 ; 2， 和 
一 1; i， 一 2， 7 


Co 


88 


99 
100 


使 Mo10* 一 Mi: DD 的 数组 扩 Ai、 型 s“ 


一 工 ， 1; 1， 一 98, 了 2， 8， 3 


4， 

4, 10, 1; 1, —4, 7; 2, 4, 3 
1， 一 8, 7 | 
‘1, —6, 7; 2, ~4, 3; 3, 12, 1 
3，-- 1 1; 1, 8, 8; 2, —8, 3 
1, —8, 7; 2， 一 2，7 

1, 1, 8; 9, —2, 3; 2, 8, 4 
4, 0, 1; 1, —10, 7 

1, —1, 8; 2，-- 8，4 

4, —4, 1; 2, 8, 8; 3; —2, 5 
1, —3,; 8; 3，4，1; 2, 2, 8 
4, 4, 1; 3, —8, 1; 2, —4, 8 
1, —5, 8; 2, 5, 6; 3, 5, 4 
1, 4, 9 

4, -58, 1; 3, —1, 2; 1, -7, 8 
1, 2, 9; 2, 一 4, 7 

1, 1, 9; 2, —1, 8 

2, 10, 1; 3, 10, 1 

1, —1, 9; 2, 9,; 1; 3, ~1, 1 
2, 8, 1; 1, —2, 9 

2, 7, 1; 3, 1, 4; 1, 7, 10 

2, 6, 1; 1, ~4, 9 

2, 5, 1; 1, —53, 9 

2, 4, 1 

2, 3, 1 

2, 2, 1 

2, 1, 1 

2, 0, 1 


注 1 对 于 也， 


数 多 少 再 决定 . 


完 费 挑 哪 一 组 4， 3,、31。 较 适宜 ， 最 好 堵 久 的 位 


如 果 六 的 位 数 较 多 , 可 先 挑 出 一 个 上 值 较 大 的 数 租 #5、 Mi、M; 来 
的 值 应 该 选择 比较 小 的 ) ,这 样 ,就 可 以 把 原来 的 整 


用 (这 时 [| 、 


A 


[ad 
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除 性 逢 别 间 题 迅速 地 轨 业 成 一 个 较 笠 单 的 整除 性 御 别 于 题 ， 就 是 思 的 
位 数 比 较 少 .这 时 我 们 可 以 再 挑 出 一 个 值 较 小 的 数 租 #、 加 、Ms (这 
时 | Mi|、| Ml 即使 积 大 一 点 也 无 妨 ) 来 解决 ， : 

。 注 2 如 果 万 = bl 面 4，5，…… 1 这 m 个 数 是 两 两 互 盾 
的 , 那 来 机 

N: DYN:a, Ni:b, oo ,NV:l. 


就 是 议 , 如 果 入 :a :5 N: , 那 末 六 :D; _ 反 过 来 ， 


如果 6， 5，…… ,1 中 有 一 个 数 不 能 整除 NN, 那 末 N 不 :了 D， 


.例如 ,要 币 别 能 否 被 63 整除 ,只 需 御 别 NN 能 否 经 被 7 整除 又 被 : 


.9 整除 | 这 里 (7, 9)=1]. 


.例如 要 御 别 术 能 否 窜 60 整除 ,只 需 利 别 六 能 否 玫 3、4， 5 束 除 (这 


-里 3、4、 5 两 两 互 质 ) . 


全 第 三 章 数 的 分 解 


要 具体 的 进行 数 的 分 解 ,我 们 除 已 经 具有 了 整除 性 的 判别 法 外 ,还 


必须 解决 一 个 重要 的 理 答 问题 一 个 整数 能 唯一 地 才 示 记 质 数 乘积 
的 形式 ,这 个 定理 也 叫做 算术 基本 定理 ， 为 了 就 明 这 个 定理 ,当然 应 识 


“做 些 准 备 工作 ， 所 以 在 一 开始 就 把 = 然 数 分 了 类 ， 入 而 讨论 了 质数 的 一 


些 性 质 ， 


除了 上 述 的 主要 内 容 外 ， 在 本 刘 中 还 介绍 了 交 数 的 个 装 和 最 之 和 


两 个 公式 ， 最 后 ， 特别 地 对 于 质数 理 答 中 的 有 趣 问 是 作 了 季 音 介 相 ， 
S1 质数 与 合 数 ， 


不 等 于 工 的 自然 数 ， 如 果 它 只 具有 了 两 个 移 数 ， om 优质 玫 ( 洒 加 


“ 数 ); 如 果 具 有 两 个 以 上 的 鹏 数 ， 就 中 做 合 数 ， z 

”定理 任何 不 是 1 的 自然 数 ， 至 少 存在 一 个 是 质数 的 物 数 ( 盾 物 

数 )， : : z 
。 48 。 


证 明 说 自然 数 4 过 工 
(1) 如 果 4 是 质数 , 是 然 ,4 的 本 身 就 是 它 的 持 葛 数 ,所 以 定理 是 
成 立 的 . : : / 
《2) 如 果 4 是 合 数 ， 出 二 数 的 定义 可 以 知道 ， 一 定 存 在 数 各, 使 


A:;n, 而 且 4>>p1>1., 


如 果 pi 是 质数 ,也 就 证 明了 定理 的 成 立 ， : 
如 果 pi 是 合 数 , 由 合 数 定义 可 以 知道 , 一 定 存在 数 p,, 使 入 : pp， 


而 p>p>1. : 。 
如 果 ps 是 质数 ， 因为 4 : Ps, 而 p, : Do， 就 得 到 4 : 加。 所 以 这 时 
定理 也 就 成 立 了 ， 
如 果 7p。 是 合 数 ， 又 岂 合 数 定义 可 以 知道 ,~ 定 存在 数 pp, 使 ps : ps，. 
而 2,>>ps>1, 
松 积 研究 下 去 ， 可 得 到 一 连 吊 的 数 ; DP、Ps、Ps、 ， 而 它们 之 
间 存 在 着 如 下 的 关系 : Pi> p> p> >1. 


显然 ,这 是 一 个 有 限 数列 . 设 末 项 是 2 ， 那 末 p 一 定 是 质数 (如 果 
Pp 是 合 数 ,一 定 存在 数 Prtt 使 Pp ; P41, 这 样 Pp, 就 不 是 末 项 了 ). 
”因此 任意 的 一 个 不 是 工 的 自然 数 至 少 存在 一 个 质 攀 数 . 
82 质数 与 合 数 的 个 数 
容易 知道 ,在 自然 数 中 会 数 的 个 数 是 无 限 多 的 ， 因为 合 数 的 任意 一 . 
个 倍数 总 是 合 数 ， | 
关于 质数 的 个 数 间 题 ,有 如 下 的 一 个 定理 ， 
定理 ”在 自然 数 中 盾 数 的 个 数 无 限 多 . 
证 明 ” 改 质数 仅 是 有 限 个 ,由 小 到 大 依 炊 排列 如 下 : 
D8、 5、 .、 2. 
我 们 只 要 牙 明 除 上 壕 的 这 些 质数 外 ， 另外 还 有 质数 就 成 了 。 
假定 租 成 一 个 数 N=2.3:5.……p 二 1. 
(1) 如 果 和 本 身 就 是 质数 , 那 末 六 >2. 所 以 定理 就 成 立 . 


*。 的 。 


“(2) 如 果林 是 合 数 ， 由 上 节 知 道 站 一定 有 盾 攀 数 ， 现 在 分 别 以 2、 


_ 83、5、……、 00 去除 入 都 不 能 整除 入， 这 就 诗 明 合 数 六 在 这 些 质数 


“ 钠 接 不 到 它 的 葛 数 ， 也 就 是 在 9、3、5、……, 了 这 些 质数 之 外 还 存在 


着 新 的 质数 , 这 样 , 定理 也 就 改 生 实 了 ， 


注意 .不 要 以 为 这 样 租 成 的 数 六 一定 是 质数 . 网 如 ， 2.3.5.7,11， 
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“277， 
对 于 这 个 定理 ， 我 们 各 归 所 照 下 面 的 法 则 租 成 一 个 数 也 可 以 得 
到 西 实 : 


类 是 : D1 、D;、 I Dm ; 而 另 一 类 是 : qi、 人 3、“… 、dn。 2 
” ， 息 定 把 这 些 个 质数 来 租 成 数 入 = (p,pp…… pm) 十 (qi92………9,). 


四 “如果 全 本 身 是 质数 ,这 时 站 当 然 是 大 于 这 些 质数 中 的 任何 一 个 数 ， 
因而 定理 是 成 立 了 . 


-如 果 六 是 合 数 ， 已 知 它 存在 盾 移 数 . 可 是 这 些 质数 中 的 任何 一 个 数 


都 不 能 整除 它 (能 整除 其 中 的 一 页 , 但 不 能 整除 另 一 项 ). 这 就 睡 明了， 由 


在 这 些 质 数 之 外 还 有 着 新 的 质数 ， 

担 到 质数 个 数 的 无 限 多 问题 ， 值得 介 相 -条 有 类 的 重要 定理 (尽管 
这 里 无 法 作出 它 的 账 明 ). 19 世 筷 的 德国 数学 家 狄 里 克 菜 (Dirichlet) 、 
永明 了 :如 果 c、2 是 互 质 数 , 那 来 当 n 家 一 切 自然 数 时 ， 形 如 on 十 8 的 


“。 数 中 ,包含 着 无 限 个 质数 ， 


我 们 这 里 只 :能 对 其 中 最 简单 的 特殊 情形 加 以 探 守 。 登 如 下 面 我 们 
征明: 当 % 取 过 一 倪 自 然 数 时 , 形 如 各 十 3 的 数 中 ,包含 车 无 限 个 质数 ， 


因为 形 如 各 十 3 的 数 , 一 定 可 以 写成 形 如 4 一 1 的 数 , 因此 也 就 是 齿 ， 了-。 


“ 形 如 各 一 工 的 数 中 包含 着 无 限 个 质数 ， 
在 竹 明 之 前 ， 应 该 了 解 下 面 的 知识 : 
一 切 大 于 2 的 质数 ,不 是 形 如 4n 十 1， 就 是 形 如 dn—1. ” 
” 理由 很 简单 ， 因为 大 于 2 的 质 i 数 当 然 是 :奇数 ， 对 于 奇数 难道 可 能 是 


-。50 。 


如 果 质 次 是 有 限 个 ;我 们 把 这 些 个 因数， 任意 的 分 做 两 类 管 如 一 一 


4 
2 


”有 形 如 4 或 者 4 十 2 的 星 ? z 


“由 形 如 各 十 I 的 数 相 乘 , 所 得 的 乘积 一 定 是 形 如 4n 十 1 的 阁 ， 
这 只 楼 注意 下 面 商 个 数 的 情形 就 够 了 : 
(4a+1)(45+1) 一 16ab 十 44 十 4 十 1=4(4ab 十 a 十 5) 十 1， 
这 样 我 们 可 以 开始 证 明 上述 的 定理 了 . . 
假定 形 如 4 一 1 的 数 中 内 * 含 着 有 限 个 质数 Di Pr、 、JPpx， 我 
们 用 这 些 质 数组 成 一 个 数 N= 4(D.p,": pi) — 工 ， 
如 果 六 是 质数 ,定理 显然 成 立 ,因为 这 时 六 本 身 就 呈现 出 4 一 1 的 


形状 , 卫 育 比 p、ps、……、ps 中 任何 一 个 都 大 ,这 就 否定 了 上 面 的 假 训 . 


如 果 六 是 合 数 ,我 们 可 以 断定 它 的 所 有 的 质 移 数 不 能 都 旦 更名 十 1 


的 形状 .因为 如 果 所 有 的 质 鸭 数 都 呈 这 个 形状 ,它们 的 乘积 @ 当然 也 


应 呈现 这 种 形状 ,事实 上 ,入 并 不 是 这 种 形状 ，. 
就 是 觅 六 一 定 有 着 形 如 4n 一 1 的 质 移 数 2( 因 大 于 2 的 质数 ， 不 是 


形 如 身 十 1, 就 是 形 如 如 二 1)， 


容易 看 出 形 如 4 一 工 的 质数 2 不 会 与 Di、 2 、 、g2x 中 的 任何 
一 个 相等 .因为 Pp、p,、……、ps 中 任何 一 个 都 不 是 六 的 的 数 , 这 就 天 


” 遇 除 如 、P、*…"…、Pe 外 还 存在 车 形 如 徊 一 工 的 质数 ， 这 也 就 否定 了 
上面 的 假 机， 


” 烷 上 所 述 , 也 就 是 胜 明 了 形 如 各 ~-1 的 数 中 包含 着 无 限 多 个 质数 。 
车 者 可 以 考虑 “ 形 如 bn 十 5 的 数 ( 即 形 如 6% 一 1 的 数 ) 中 包含 着 无 
限 多 个 质数 ”的 证 明 . 
类 于 自作 中 的 质数 分 布 辣 是 , 训 者 在 这 一 准 的 最 后 ， 放 有 机 会 了 
解 到 一 些 ， . : 


| sa 用 的 本 法 和 质 炒 表 的 造 法 


“条 别 一 个 数 广 是 合 数 还 是 质数 的 方法 ,很 明显 ,只 :要 着 小 到 而 大 | 


@ “ 合 数 可 用 厦 数 的 加 积 来 表示 ,” 这 一 断 首 虽然 在 后 面 才 提 到 ,但 是 可 以 借 来 党 用 ， 
因为 它 由 红 的 精 果 直接 可 推出 ， 、 


6 bis 


1 的 一 切 自然 数 内 是 否 有 办 的 多数 《当然 可 以 把 这 些 自然 数 估 次 的 去 
” 献 除 术 )， 这 些 自然 数 内 有 质数 也 有 合 数 ,但 这 些 合 数 莉 有 它们 的 质 移 
数 , 和 而 如 果 一 个 合 数 能 整除 数 入 , 它 的 质 约 数 就 一 定 也 能 整除 数 和 六， 所 
以 可 把 上 述 的 御 别 法 改 成 :如 果 小 于 六 的 一 切 质数 都 不 能 整除 ， 那 林 
六 是 质数 ， 

” 笑 际 上 , 币 别 的 方法 可 以 更 简 半 些 ， 


ri. 


定理 一 数 袖 小 于 它 的 一 印 质 数 由 小 到 大 的 依次 去 南 除 ， 直 到 某 


一 个 质数 去 除 它 而 所 得 到 的 南 等 于 3 或 开始 小 于 该 项 数 时 还 不 能 闵 除 ， 


加 那 末 这 个 数 是 质数 ,也 就 是 : 


设 Pi、 Pa、 、Dn 是 小 于 入 的 由 小 到 大 的 一 切 质 数 ， 如 果 对 于 


i m=1, 全 3、 的 、 必 一 1 Ch 1l<n), .下 式 都 稻 成 江 : N= Dr, sn To 
: - (Or < pn), 且 Pn Im; 但 是 当 N= Pedet Te Om ep 的 时 候 ， 


| p22 那 末 入 是 质数 . 


-是 明 题 届 如，D2、…… 、Ps_1、Ps 都 不 能 整除 六 .如果 1<no 


本本 是 反 数 . 吉 希 时 胡 太 电 不 能 Perr、Pers、"……、 9 所 整除 ， 
如 果 Pp， (k+1i<t<n) 能 整除 六 , 超 N= pi*d. 因 为 WPer1 > Pr, 
- 可 以 断定 9 之 pL 不然 如 果 g 宇 Pr, 由 Pp; 宇 Piri 之 Pp 十 1， 可 得 : 


一 =pirq 之 (B+1)'Pr， 因 为 Pr 宕 49s， 所 以 信 宇 (q+1)*pi. 但 是 已 知 


次 一 gs 十 六 (0<np<Pr); 那 末 六 <(9w+1) "Pe, 矛盾 是 由 所 裔 4 二 pe 


: 加 而 引起 的 ]. 所 以 gq 的 质 鸭 数 一 一 定 在 i、 PP、 "en > Pk—1 之 中 ， 由 和 =p gs 
知人 访 ;q, 当然 在 DP、pPs、…… 、 Pr 之 中 而 属于 dq 的 攀 数 的 数 也 能 整 
了 上 除 和 ,但 由 题 役 可 知 DP、 Po、……、PDei 中 的 任何 一 个 数 都 不 能 整除 和 N， 


呈 显然 ， 2 不 能 整除 N ,也 就 永明 了 六 是 质数 ， 
全 487 是 不 是 质数 . / : 
“我 们 用 质数 2、8、5、…… 依 次 地 去 除 487 , 直 治 用 28 去 除 得 到 不 


”完全 商 21 ,而 还 不 能 整除 ,于 是 就 肯定 487 这 个 数 是 质数 ， 
关于 利 别 质数 ,也 可 以 根据 如 下 的 形式 上 或 脏 更 简单 的 定理 :如 果 


® 如 时 一 9 那 来 "N 是 质数 ”就 不 通 3 就 不 句 要 诈 角 了 ， 
® Bos. | 


一 切 不 大 于 已 的 质数 中 没有 一 个 是 六 的 约 数 , 那 末 一 定 是 个 质数 ， 
它 的 根据 与 上 壕 没 有 多 大 差别 , 因此 把 狂 明 和 咯 了 ， 
如 上 例 的 数 487 .不 大 于 M487 的 质数 是 2、3、5、…，…， 、l19. 可 


是 用 这 些 质数 依次 地 去 试 除 487 都 不 能 整除 ， 也 就 是 说, 这 些 盾 数 都 不 
“是 437 的 移 数 ,所 以 487 是 质数 ， 


”下 面 转 入 造 质数 天 间 题 的 讨论 . 
受 搞 托 斯 散 条 (Eratosthenes) 的 馆子 : , 
起 
爱 氏 是 用 这 样 的 方法 找 岂 自 然 数 立 以 内 的 一 一 切 质数 的 ， 就 就 是 把 


”以 内 的 所 有 人 台数 都 能 去 ， 


”把 入 以 内 的 自然 数 ( 1 除外 ) 按 次 序 排 列 ;: 2、8、4、 85、 本 
第 一 个 的 2 是 质数 ， 我 们 过 交 地 从 这 些 笋 内 把 在 2 以 后 的 所 有 


、 的 倍数 都 划 掉 ( 如 4、6、8、.……) 。 
2 后 面 的 3 没有 被 划 掉 , 这 就 广 明 它 不 是 2 的 倍数 , 它 只 有 两 个 购 “ 


数 (1 与 3), 所 以 8 也 是 质数 , 把 3 留 下 ,再 按 次 地 从 这 些 数 内 划 掉 在 3 
以 后 的 所 有 3 的 信 数 (如 6、9、12、……), 当 然 其 中 有 些 数 在 划 扩 2 的 


“倍数 时 已 裤 划 去 了 ,在 8 的 后 面 没有 稚 划 去 的 是 5 ,可 见 5 不 是 2 或 8 
z 的 倍数 (不 然 早 蒂 划 去 了 ) ,就 是 5 只 有 两 个 钢 数 ( 1 与 5 ), 所 以 5 也 是 
”质数 . 同样 的 ,我 们 在 5 的 后 面 划 去 所 有 的 5 的 倍数 ， : 


这 样 舱 炳 下 去 ,将 到 入 以 内 的 数 没有 再 能 被 划 去 的 ， 亢 洒 这 些 留 下 


来 的 数 就 是 妨 以 内 的 一 切 质 数 .… 


吕 如 下 面 我 们 先 来 造 一 个 100 以 内 的 质数 表 ; 先 裕 交 序 地 写 出 2 


到 100 的 自然 数 ， 


留 下 质数 2 ; 划 去 后 面 所 和 2 的 倍数 ，2 后 面 的 数 3 是 质数 ， .我们 


“再 划 去 8 后 面 的 所 有 8 的 倍数 ， 与 上 面 已 经 襄 过 的 一 样 ,再 划 去 5 后 面 


所 有 5 的 倍数 .5 后 面 未 惟 划 掉 的 是 7 ,显然 , 7 不 是 2.8、5 的 倍数 (不 


然 的 新 , 早 读 划 掉 了 ); 当然 不 会 是 和 4 6 的 倍数 .这 样 , 7 就 只 有 两 个 多 


数 ,也 就 是 就, 它 是 个 质数 .以 后 我 们 再 划 夫 7 后 面 的 所 有 的 7 的 倍数 ， 
7 的 后 面 未 规划 掉 的 是 11 ,照例 应 该 划 去 11 后 面 的 所 有 的 11 的 
8 


倍数 ,然而 在 100 以 内 的 那些 数 早 在 以 前 就 陆 炉 的 被 划 掉 了 (那些 数 不 
是 2 的 倍数 就 是 3、5、7 中 某 一 个 的 倍数 )， 因 此 对 于 “ 划 ” 的 工作 可 以 
-不 再 秋 棱 了 ,那些 留 下 求 的 数 就 是 100 以 内 的 所 有 的 质数 . 


ogra 


| 8Q 
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”一 般 的 ， 造 一 个 在 已 知 数 X 以 内 的 质数 表 ， 了 根据 如 下 的 定理 
.定理 设 不 大 于 VW 的 从 小 到 大 的 质数 是 :2、3、5、…… 、2. 在 自 
然 数 2 一 入 中 ， 依 次 地 划 去 2、3、5、…… .的 也 有 忆 们 的 信和 


 “ ， 导 琳 所 留 下 来 的 数 就 是 在 以 内 的 一 切 质数 ， 


…， 姓 明 2、3、5、……、p 这 些 数 也 是 留 下 来 的 ， 它 们 当然 是 质数 ， 
-我 们 训 且 明 入 下 的 数 中 除 这 些 数 以 外 也 都 是 质数 

在 那些 数 里 我 们 只 要 任意 关 的 挑 出 一 个 数 ( 屋 为 mm 来 加 以 观察 就 
， 够 了 ,要 廿 明 m 是 质数 ,已 破 知道 只 需 鞍 明 : 一 切 不 大 于 V7 元 的 质数 


- 中 没有 一 个 是 勾 的 攀 数 ， 关 于 这 一 点 是 很 容易 诈 明 的 .因为 m<<N， 
而 2、8、5、……、p 是 一 切 不 大 于 MVR 的 质数 ,所 以 一 切 不 大 于 Mw 的 
”质数 的 个 数 总 不 会 比 2、3、5、……. 了 这 些 个 质数 更 多 .然而 在 2、 3、 


6 中 的 任何 一 个 都 不 是 中 的 移 数 (不 然 , 数 中 早 基 被 划 去 了 )， 
于 是 肚 明 了 mm 是 质数 ， 
艾 如 ,前 面 我 们 造 过 在 100 以 内 的 质数 类 .因为 不 大 于 /IT00 的 一 


为 不 大 于 /000 的 一 切 质数 是 : 2、8、5、7、11、17、19、23、29、31， 
所 以 只 需 划 去 除 它们 之 外 的 所 有 它 们 的 倍数 就 成 了 ， 

: 关于 质数 器 , 据 瑶 爱 氏 自己 只 ! 造 了 一 个 1000 以 内 的 . 到 雪 世 和 ， 
| D4s 


jE | | 


。 切 质 数 是 2、8、5、7, 所 以 只 要 划 去 2、3、5、7 以 外 的 所 有 它们 的 倍数。 
”就 成 了 .又 如 ,我 们 如 果 要 造 1000 以 内 的 质数 天 ,就 只 需 如 下 做 去 : 因 


™ . 


-” 数列 : 


”不过 出 现 了 一 个 一 万 以 内 的 质数 卖 ,以 后 才 出 现 了 比较 完备 的 质数 家 . 
现在 可 以 找到 的 最 完备 的 质数 天 是 从 1 到 10,006,721. 


$4 数 的 分 解 
机 解决 数 的 分 解 问题 ,必须 先 掌 担 下 面 的 两 条 定理 ， 
定理 任何 一 个 合 数 都 能 用 质数 的 乘积 来 窗 示 . 


证 明 ” 识 入 是 合 数 ,由 $1 的 定理 可 知 它 一 一 定 有 质 构 数 ， 屋 勾 是 了 


的 质 锡 数 , 那 末 六 = PN 

如 朵 a 是 质数 ， 定理 就 奖 得 中 实 . 

和 如果 入 ,是 合 数 ， 当然 它 一 定 有 质 煌 数 ， 发 质 锡 数 是 p,，、 那 来 Y， 一 
PsNo, 于 是 得 N= mm Dos， 

如 果 六 是 质数 ,定理 也 就 获得 廿 实 ， : 
如 果 Na 是 合 数 , 同 理 它 有 质 绝 数 mm，…… 这 样 焰 炉 下 去 ， 可 得 出 


N, Ns, Ns, Ng, wee , 


站 个 者 中 的 每 “个 数 才 大 于 1， 而 有 、 四 


N>N,>N,>N > 。 
因为 人 、 N,、 N,、 四 都 是 自然 数 ， 所 以 装 数 烈 的 项 数 不 可 能 是 


无 限 的 . 设 入 ; 是 读数 列 的 来 项 , 那 未 六 一 定 是 质数 (不 然 由 上 面 记 
迹 可 知 还 存在 人 这 样 入 就 不 是 末 项 了 .于 是 - 


N= PN = Ppa Ns = Pip pa Pm Pn Nm, 
这 就 是 襄 ， 插 何 一 个 全 数 一 守 可 以 用 质 下 的 季 隘 妆 波 宁 ， 
定理 一 个 合 数 只 能 用 唯一 的 质数 乘积 来 表示 ， | 
证 明 裔 入 =ayqsasrinam《 这 tw 个 数 Gy、 、Qm 都 是 质 
数 , 这 些 数 中 的 任意 两 个 也 可 能 相等 ); 入 二 6.5,8,……b, (这 于 个 数 交 、 


都 是 质数 ,这 些 数 中 的 任意 两 个 也 可 能 相等 ) 


我 们 要 证 明 : Wi、 Co2、 Cs、 en 、Qm -与 b,、 b,、 b,、 sy b, 除 书 写 


次 序 可 能 不 同 外 是 完 双 一 致 的 ， 


Bs 。 


因为 on b,， 
所 以 aaas dm , (1<s<ny 
于 是 可 断 守 采 积 中 一 定 有 一 个 因数 与 0. 相等 ， 因 为 如 果 没 有 一 


个 因数 与 0， 相等 ， 也 就 是 《04 b,)= 1 (%=1、 2、 3、 "ee * m), 因此 


《axaa am， 0，) 二 1 这 个 千 葵 与 atas……: GQm : 0, 是 矛盾 的. 
z 琶 Db (le&tem), 于 是 - 
CQ ee Cadits en CQ xD sooner et baopnas ov， 


与 和 等 


按照 这 样 条 种 下 去 , 就 凸 明 了 : 对 于 任意 一 个 bi (j 一 1、2、……、 


nn) ,一 定 可 以 在 乘积 cr0……a 中 找到 一 个 因数 与 它 相等 ， 
“按照 同样 的 步 掠 ,可 以 王 明 : 对 于 任意 一 个 @; (i=1、2、……、m)， 
”一 定 可 以 在 乘积 .5,……5, 中 找到 一 个 因数 与 它 相 等 ， .| 
粽 上 所 迹 , 可 知 cr、a、……、aw 与 D、5,、……、.b, 除 书写 次 序 


可 能 不 同 外 ,是 完 一 和 的 ,这 训 本 明了 公交 只 能 用 唯一 的 质数 乘积 


来 表示 ， 


如 果 在 质数 的 乘积 中 考虑 到 质数 由 小 到 大 的 次 序 ， 以 及 相同 数 未 
乘 写 成 知 的 形式 ， 那 末 合 数 用 质数 乘积 天 示 可 以 写成 如 下 的 形式 : 


- N= 1 Do? LY wo Pn", 
这 里 %， Ps、 Pr、 、PDn 是 相 异 的 质数 , 且 
< 人 < 和 < 


例 如 果 正 整数 MK 、 不 能 以 同 底 获 的 香 表 示 (底数 与 短 指 数 和 


的 是 正 整 数 ), 那 末 对 煞 10gx 一 定 是 无 理 数 ， 
证明 如果 10gw 态 一 于 Cp、 4 是 正 整 数 ， Ep, 人 ) 一 匡 ， 由 对 数 的 


定义 可 知 : ] 丰 一 Ni 也 就 是 Me-N (1) 
， 设 和 Qa wp ee ba 
(Qi1、 Co、 ee » Cm 是 相 玫 的 质数 , 且 44 达 Qni.。 
。56 ， 


01、 b,、 机 四 0， 也 是 相 异 的 质数 ,县 64 之 bn41)。 


= 代入 (1) 得 : . GP 2 ss Cn = Df10 DF2" ps ,0 
钱 然 一 个 数 只 能 用 唯一 的 质数 乘积 形式 来 天 示 ， 所 以 这 里 mw 一 nn， 
， # 
上 且 @ 一 5 ai2 一 9 (一 下 2 mm), 于 是 全 一 也. 因为 《Pp，4) 
. 二 1 所 以 oi = Aiqg, 68;= .4iD (4 是 正 整 数 )， 
这 样 ， MM= AA A29 ssess QAng = (Aiada ea CAn 2， 
N= DA hha. Dap 一 (玉生 820 人 7)2， 
因为 w% 二 8， 于 是 o# 一 区 也 就 是 议 ， 
afiag? soa. "WAn = 5 和 0582 bhn 5, 


于 是 M= S 入 = 5? .这 就 是 说 及、 六 能 用 同 底数 的 短 丧 示 ， 显然 ， 


这 与 题 设 矛盾 ,于 是 证 明了 对 数 10gw W 应 是 无 理 数 ， 


反 过 毒 ,如 果 了 、Y 能 用 同 底数 的 短 址 示 , 那 末 10gx 一 定 是 有 


理 数 ， - 


理由 极 明 显 , 可 以 从 赂 ， 

譬如 ，1logs5、log:o8、logke 24 等 等 者 是 无 理 数 ; log, 8、 1ogsr 81 
等 等 都 是 有 理 数 、 

由 上 面 的 两 条 定理 ， 我 们 知道 了 一 个 台数 可 以 用 质数 科 积 的 形式 


来 天 示 , 而 且 这 种 形式 是 唆 一 的 .下 面 我 们 米 贡 论 如 何 把 一 个 台数 用 质 


数 乘积 的 形式 来 考 示 . 
把 一 个 合 数 表示 成 质数 乘积 的 形式 ， 中 做 狼 的 质 因数 分 解 . 对 于 一 
个 数 的 质 因 交 分解 的 方法 如 下 ; 
PN 和 们 扶 厌 地 用 由 小 到 大 的 质数 去 让 除 X 《可 以 应 
| NN，。 用 学 过 的 整除 性 的 币 别 法 )， 


PIN， 。 设 质数 1p 能 整除 妨 , 商 是 Ni 如 果 六 不 是 质 
ee ” 数 ,又 设 质 数 ps 能 整除 入 ,， 而 商 是 Wai 如 果 Na 又 不 
p,| YY, .， ”是 质数 ,再 发 质数 ps 能 整除 NN,, 这 样 灿 种 下 去 . 
N, ” 设 质 数 b， 能 整除 -而 商 W, 是 质数 .于 是 得 


Be 


到 的 入、 PD;、 Vs, wy 多,、 人 都 是 六 的 质 葛 数 ， 了 而 
N= PN = Pp Na = = papa pe po Ns, 
(可 和 守成 入 一 q91992……g8" 的 形式 ) 


”在 习惯 上 ， 为 了 便利 起 见 ， 我 们 取 的 Pp 是 六 的 最 小 的 质 绝 数 ; Pp， 


是 N, 的 最 小 的 盾 和 区 数 , 一 般 的 ， Dx 是 Ni 的 最 小 的 盾 蒋 数 . 


如 果 Prri 是 Ne 的 质 狗 数 ， 而 VN, 当然 是 Ni 的 鸥 数 ， 所 以 推 得 . 


rti 也 是 Wi-: 的 质 锡 数 .已 知 Pe 是 入 :的 最 小 盾 移 数 , 所 以 P<Peni. 
这 也 就 是 退 ， 所 得 到 的 质 锡 数 Pp.、Ps、……、P 之 关 有 着 下 列 关 

系 : PP 
例 把 750750 分 解 质 因 数 ， 


2 | 750750 由 左边 的 算 草 ,得 
3 | 375375 750750 一 2.3.5.5.5.7.11.13 
5 | 125125 一 2.8.5s.7.11.13， 
5 | _ 25025 
6 | 5005_ 5005 
7| lol 
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有 时 为 了 方便 起 见 ， 可 先 把 一 合 数 写成 为 几 个 较 简单 的 合 数 的 条 


积 ， 然后 再 把 几 个 合 数 分 别 地 进行 质 因 数 分 解 . 
例 把 16500 走 示 成 质数 的 乘积 . 


”因为 16500 一 165.100， 
而 165 一 3.5.11， 100=2”.5’, 
所 以 16500=2.8*65"11., 


§ 5 自然 数 的 鬼 数 的 个 数 


为 了 讨论 自然 数 入 的 绝 数 个 数 间 题 ,我 们 先 来 注意 一 条 定理 : 
设 和 NW 用 盾 因 数 乘积 形式 表示 如 下 : 太一 04208228。 
s es | 


i 


t 


那 来 % 是 六 的 葛 数 的 充分 而 且 必 要 条 件 是 : 
d= 212D22 ee Ppa". 
这 里 0<B<a, 0<Bs<0, pp， 0< Bi<a. 
证 明 ”关于 条 件 的 充分 性 的 成 立 是 极 明 显 的 . 
因为 如 果 d= qi2pz* pa* (0<Bi<a, 0<BSar ; 
0<B,<a,), 那 末 入 :4d. 
不 而 我 们 诈 明 条 件 的 必要 性 的 成 立 : 
设 入 的 蒋 数 d= P2321 ga、 、4dw 是 相 并 的 质数 )， 
我 们 只 要 三 明 对 于 97t、42s、……、4i” 中 的 任意 一 个 9Rx， 在 
PY PE ee 、Pn” 中 一 定 能 找到 一 个 数 ， 蔷 如 是 Ms， 而 pr 一 qx 及 
capDPTK 
因为 d : 9&r， 双 因为 Ni d, 所 以 pip82……… pn :ggx,。 (1) 
如 果 质 数 P、Ps、……、p。 中 没有 一 个 与 Yx 相等 , 那 末 (Pqx) 
=1, (pay qr)=1, > CP, qx)=1. 于 是 : 
(ps, qRE)=1, (pg2, qRE) =1, , (Pp%", ggE)=1, 


万 以 (Pripe2e Pa" GREE)=1, 


这 个 精 洽 与 (1) 是 予 盾 的 , 所 以 襄 在 质数 才 、 加、……、p 中 一 定 
能 找到 一 个 数 , 设 pn 等 于 qx - 
这 样 ,在 相 弄 盾 数 Dis Ps、 屿 的 全 约 ( bb DD, 中 险 Pr 外 ， 其 余 的 就 都 与 dr 


” 互 质 .就 可 以 推 得 在 数 pt、p2?:、……、ps" 中 除 p&# 外 ， 其 余 的 都 与 - 


9&x 互 质 .从 而 推 得 除 pkr 外 所 有 其 余 的 数 的 乘积 也 与 9gr 互 质 . 

把 (1) 的 被 除数 改写 做 : Ma2p82 08 一 28R NM 
由 (1t) 生 P&E:M ; ggx, 上 而 已 指出 过 (WM， qRK) 一 1 ,所 以 诅 ， D&ER : : QRE 
[根据 第 一 章 $3(11) 推 苔 3]， 

因为 pr 二 qx, 于 是 得 ph&R : PRK, 所 以 ap 守 yx 

这 样 ,就 证 明了 条 件 的 必要 性 .也 就 是 迹 明 了 的 构 数 gd 必 具 有 下 
面 的 形式 : 2231202 2 pA? 

(OBi<a, OB Em, ，0 扩 及 Ro), 


.590。 


下 面 进一步 讨 哈 自然 数 的 鹊 数 个 数 并 题 ， 
自然 数 1 ,和 药 数 只 有 一 个 .任何 质数 ， 按 它 的 定义 可 以 知道 有 也 只 
有 两 个 秽 数 . 
因此 我 们 主要 是 研究 合 数 的 疫 数 个 数 间 题 ， 
定理 ” 改 自 然 数 六 = 12282… 04"， 那 末 六 的 的 数 的 个 数 是 : 
(qt 1) (ost 1) (+1). 
证 明 


0< Bi<a); 
-在 路 、 实 、 下 、 D2? 这 ao 十 1 个 数 中 ,任意 取 一 个 局 * (当然 


0< Bs <a); 机 


在 噶 、 防 、 仿 、… 9 28 这 mm 十 1 个 数 中 ,任意 取 一 个 P8" (当然 
0<B,<a,). z | 
”上 面 已 经 让 明 过 : 乘积 p91pf*……p&" 一 定 是 N 的 网 数 ; 反 过 来 ， 
六 的 构 数 也 一 定 具 有 这 种 形式 ， 
观察 乘积 2:2g2……28* 的 构成 ,我 们 知道 它 是 分 别 从 a 十 1 个 数 
， 中 0s 十 1 个 数 中 ,…… ;十 个 数 中 任意 取 一 个 数 ， 连 科 而 得 到 的 ， 
”所 以 形状 如 p81p82……ph" 的 数 、 它 的 个 数 是 : - 
| : (ot+1) (Cast1). (ot+1), 
因 且 这 前 多 个 形状 如 2828 的 数 中 不 会 有 两 个 具有 相同 的 数 
值 . 理 由 如 下 : 

因为 一 个 数 用 质数 乘积 表示 的 形式 是 唯一 的 .也 就 是 就 ,不 可 能 有 
这 种 情形 : pfipR…p8" 一 pkipkz…… pr 而且 R Ki; BRB, K; 
ee ; RB,，K,; 各 对 数 中 至 少 有 一 对 是 不 相等 的 . 

这 样 ,就 胜 明 了 丸 的 物 数 个 数 是 : 

Cot 1) ast1). a, +1). 


”如果 我 们 以 符号 CN) 于 示 数 允 的 构 数 的 个 数 ， 又 候 定 我 们 网 悉 


“60. 


在 PD、 PL、 PD? 、 和 91 这 i 十 工 个 数 中 ， 任意 取 一 个 局: (当然 


”乘积 的 记号 “JI”, 这 样 就 可 以 把 定理 精 写 成 : 
FCN)= Tixrti). 


例 1 求 968 的 鸥 数 的 个 数 ， 
因为 968 一 2 .11*?， 所 以 968 的 绝 数 的 个 数 是 : 
(8+1)(2+1)=4.3=12, 
一 例 2 求 750750 的 多 数 的 个 数 . 
”因为 750750=2.8.5.7.:11"18， 所 以 750750 的 欧 数 个 数 是 : 
GTDCGL+1D(3+1TGTIDCIHLTLDCLTI=128， 


8$6 自然数 的 煌 数 的 总 和 


022 20 《我 们 早 就 习惯 了 用 P、Ps、*……* 、2, 来 者 
示 相 异 的 质数 .) 
观察 乘积 : 
CP?9 十 入 十 Pz 十 + PE1) CP T+ pz Pz Te ED 
A 《P29 十 各 十 十 十 p27)， 容易 看 到 ， 如 果 把 宅 展 开 , 就 得 到 
。 焉 (ax 十 了 个 数 的 和 ,而 每 个 数 都 具有 形式 :0272 多， 
(0 委 pBi 委 oa，0 委 Bo 和 ao ， ， 0B,<a,). 
这 就 襄 明 了 该 乘积 是 岩 示 义 的 所 有 和 斩 数 的 和 ， 我 们 用 符号 SCN) 
夷 示 六 的 所 有 锡 数 的 和 , 那 来 
BC 一 (网 二 卫士 入 十 在 D( 现 十 则 十 和 十 
ee (2 十 PhF… 二 p27). 
下 面 我 们 设法 简化 公式 : / : 
设 S= 隐 十 由 十 侣 十 …… 十 p81, 根据 等 比 数列 求 和 公式 可 知 : 


、 
志 . ~ 
| 
~ - * ， s 全 | 。 


所 以 SCN) 一 SS， 
(了 


-TT ) 


~- 例 1 求 11025 的 一 切 约 数 的 总 和 ， 
”因为 寺 095 一 3 中 7， 所 以 11025 的 所 有 午 数 的 意 和 是 : 


2+t 只 2 十 3 2 
- (与 ~)( 广 二 一 ( 二 ) 
一 13.31.57 一 22971 . 
例 2 求 16500 的 所 有 物 数 的 总 和 . 
因为 16500=2,3.511, 而 
8 a 4 
(5 (ss (i ) 
=7:4:156*12=52416, z 
所 以 16500 的 狗 数 的 和 是 52416., 


8$7 质数 理论 中 的 儿 个 有 趣 问 题 


所 谓 质 数理 葵 中 的 一 些 有 趣 间 题 ,恰恰 是 一 些 最 艰难 的 间 题 ,当然 
。 这 里 只 尤 许 作 一 些 略 述 ， 
”和 上 先 提 一 个 完全 数 关 题 : 
一 个 区 如 时 等 于 际 去 蕊 本 身 己 外 的 一 切 移 妆 的 和 ， 那 本 这 文 叶 做 完 
全 数 . 
的 可 和 012 


一 数 6 中 做 完 双 数 . 
又 如 , 数 28 除去 本 身 外 的 一 切 移 数 是 1、2、4、7、14, 而 28=1 二 + 


2 十 4 十 7 二 14, 所 以 28 也 叫 完 全 数 ， 
设 DCN) 表 东信 的 一 切 绚 数 的 和 ， 显然、 如 果 SN 人 一 人 也 


es G2 。 


本 
-_ 


就 是 当 N= SCN) 时 ， AN 星 完 全 数 , 
欧 岂 里 德 在 他 的 < 几何 原本 中， 对 于 完 休 数 体 络 出 如 下 的 一 条 定 


理 : 
名 时 凤 一 2 一 工 是 质数 , 铸 末 2 是 洗 剑 数 ， 
证 明 疏 六 一 2 和， 由 条 件 知道 m 吓 质数 , 根据 网 数 的 总 和 公 
式 可 得 : 


DP-—D)+1i 1 nm.2—1 
SCN)=(= 2—1 )(2=) 


= (2°—1)(m+1)=m"2°. 


N=20 m= 2 mm 一 本 SCN)， 


这 就 狂 明 了 和 是 完全 数 . 
显然 , 按照 欧 几 里 德 的 定理 ， 如 果 要 求 得 一 个 完全 数 (实际 是 偶 完 
全 数 )， 可 必须 来 得 攻 2, 使 2 一 1 是 质数 . 因此 必须 研究 当 p 是 怎 料 的 
数值 时 , 2 一 1 是 质数 . 
相生 数学 家 相交 (Monsenae) 最 和 研究 了 这 个 赔 是 、 我 们 就 
把 形 如 2" 一 1 的 质数 叫做 梅 严 数 . 
”很 明显 ， 求 得 梅 爽 数 的 必要 条 件 是 Pp 应 为 质数 .事实 下， 如 隶 
p= mn TY 那 床 
—] =—2""—1 
2 (2m FO" 2 
显然 ,这 时 2 一 1 就 不 是 质数 ， z 
当然 , 2 是 质数 井 非 求 得 梅 更 数 的 充分 条 件 . 换 旬 话 襄 ， 井 非 只 
Pe 就 可 以 求 得 梅 夹 数 ， 譬如 , 当 p= 二 二 时 , 9 一 1] 二 23.89， 
4 一 1 就 不 是 质数 ， 
到 今天 我 们 只 发 现 了 当 2 分别 等 于 2、8、5、7, 18、 17、 19、 31、 
61、89、107、127、521、607、1279、2203、2281 这 十 七 个 质数 时 , 可 得 
到 梅 颈 数 ， : 


a 3 * 


例如 ， 227-1-=1701411834604692317316873037158841 05727， 是 | 


一 个 39 位 的 质数 ， 
又 如 ，2”“ 一 了] 是 一 个 687 位 的 盾 数 ,这 也 是 今天 所 知道 的 一 个 最 


”大 的 质数 . 


对 和 完全 数 阅 题 来 襄 ， 也 就 是 到 今天 只 发 现 了 17 个 侦 完 双 数 .至 于 


”是 否 有 无 穷 个 偶 完 全 数 存 在 ( 即 是 否 有 无 穷 个 梅 爽 数 存 在 ) ， 以 及 是 否 
可 以 找到 奇 完全 数 ,这 些 间 题 但 待 数 学 家 们 的 研究 . 
下 面 介 胡 的 问题 ， 是 点 多 民 规 等 分 国 用 用 题 (或 人 规 作 正 地 地形 ) 
这 一 著名 的 几何 问题 联系 着 的 . 
”我 们 知道 ,如 果 用 尺 规 可 以 等 分 图 周 , 那 末 也 一 定 可 以 用 尺 规 把 
辆 周 等 分 成 2%% (4 是 非 负 整数 ) 等 分 . 


田 外 , 设 %=nimyz, 而 na， ms) 一， 如果 用 尺 埠 可 以 把 圆周 等 分 成 


“mh 和 ns 等 份 , 逆 末 用 尺 规 也 一 定 可 以 把 轩 周 n 等 分 .理由 如 下 : 

因为 (ni, ns) 一 1 所 以 可 以 选择 一 对 整数 z、y@ ,使 满足 等 式 : 
mi 和 ney=1. 

Yl 


Nn: Nn, nn 


这 就 是 内， 只 要 知道 网 周 的 二 -部 分 和 于 -部 分 ， 就 可 以 求 得 图 周 


的 一 ~ 部分， 从 而 就 完成 了 等 分 加 周 的 关 题 .… 


反 过 求 ,很 明显 ， 如果 用 尺 规 可 以 2 等 分 并 周 ， 趾 林 一 定 可 以 N 
等 分 圆周 ， 
n=n， 而 用 尺 规 可 以 "等 分 圆周 , 那 末 一 定 能 na: (或 mm) 等 
分 图 周 ， 理由 如 下 : 

因为 已 知 图 周 的 二 部 分 ， 只 要 把 圆周 的 元 二 部 分 重复 (或 由 ) 次 


或 一-) 部 分 ， 


加 参半 第 上 章 让 rr 
ss 国人 。- 


这 样 看 来 ， 研究 如 何 用 尺 规 n 地 分 图 局 的 关 题 , 只 和 需 研 究 n 是 质数 
(大 于 i 的 情形 . 
学 家 高 斯 (Gauss) 全 给 出 了 下 面 的 定理 : 


.可 以 和 用 圆规 和 丰 尺 把 圆周 分 制 成 % 个 等 分 的 充分 而 且 必 要 条 


` 件 是 : 站 一 汪 na ns。 这 里 为 非 鲁 整数 ,Ri、 Ns、 、%s 为 相 开 
的 奇 质数 , 且 每 一 个 都 有 形式 : 2? 十 1.” / 
大 刁 由 于 费 尔 导 (Fermat) 最 先 研 究 形 如 2 十 1 的 数 ， 我 们 就 把 形 
如 2 十 1 的 质数 时 做 费 尔 马 质数 ， z 
容易 知道 ， 求 得 费 尔 马 质数 的 必要 条 件 是 : 2 是 3 的 次 窒 . 事实 
_ 上 ,如 果 了 还 有 不 是 2 的 质 赐 数 (显然 ,不 是 2 的 质 移 数 必 为 奇数 ) mm， 
设 p=mn, 于 是 2? 十 1=(2")" 十 1 | 
(2 十 于 ) 29 一 巧 一 2 一 2 十 十 4， | 
显然 ,这 时 2 二-1 就 不 是 盾 数 了 ， 
这 样 ,我 们 就 有 理由 假定 p=2". . 
珊 ,一 22" 十 1， 当 n==0、]1、2、8、4 的 时 候 ， 如 =3， 忆 一 5， 
,=17，Js 一 257， 了 ,=65537 都 是 质数 ， 根据 这 个 事实 ， 费 尔 马 便 猜 - 
测 及 ,一定 是 质数 .但 欧 拉 (uler) 于 1732 年 举 出 : 
z - F.=4294967297 二 641.6700417. 
”就 是 训 As 是 合 数 。 所 以 费 尔 马 的 猜测 并 不 臣 实 ， : 
此 外 , 陆 炉 地 由 数学 家 们 让 明 ,， 当 % 一 6、7、8、9、11、12、18、23、 
36、38、783 的 时 候 , 也, 都 不 是 质数 ， 
次 到 命 天 ， 除了 Zio、 所 、 了 了 ，、Z，、 了 下 个 盾 数 外 ， 还 汕 有 找 济 一 
个 其 他 的 登 尔 马 厦 数 、 
下 面 介 稻 有 名 的 古 特 巴 黑 问 题 . 
彼得 堡 科学院 院士 二 特 巴 黑 便 提 到 一 个 如 下 的 于 题 : 
“ 凡 大 于 2 的 偶数 ,一 定 是 两 个 质数 的 和 ; 六 于 5 的 奇数 一 定 是 
“个 质数 的 和 ,” 
已 不 能 翘 明 这 个 断 计 ， 连 当时 已 声誉 很 高 的 欧 扩 (他 的 朋友 )》 


也 不 能 葡 明 它 .这 已 灵 是 两 至 多 年 以 前 的 事 了 . 
” 德国 数学 家 昔 陶 在 1912 年 国际 数学 会 茂 上 , 全 襄 : 古 特 巴 时 问题 
是 当代 数学 界 所 无 法 解决 的 ， 甚 至 解决 下 面 的 问题 也 会 感到 异常 困 


1980 年 ,苏联 杰出 的 数学 家 西 温 莱 尔 曼 (Iliapexpman) 解决 了 蓝 
陶 的 天 题 ,证 明了 :“ 凡 充分 大 的 正 吾 数 一 定 是 有 限 个 质数 的 和 ,” 而 县 
经 过 数学 家 们 的 努力 ,质数 的 个 数 逐 渐 改 进 到 67 ,后 来 又 改进 到 20， 

对 于 十 特 巴 黑 问 题 有 着 划时代 页 献 的 ， 当 推 苏联 著名 数学 家 共计 
格拉 多 夫 (BrutorpaxoB) 院 士 ， 他 在 1937 年 永明 了 :“ 凡 充分 大 的 奇数 ， 
-都 可 家 成 三 个 质 将 的 和 ,” 芭 荐 明了 十 特 巴 黑 的 断 导 在 某 奇 煞 充分 大 的 
“时 候 是 成 立 的 . 
那 来 “充分 大 ” 宪 费 有 多 大 ? 1939 和 苏联 青年 数学 家 波 罗 共 特 金 
《BoposrgzH) 算 出 了 这 个 界限 为 : 

N, 6 
e 是 目 然 对 数 底 ， 

留 下 求 就 是 要 大 大 的 改进 这 个 界限 数 . 

我 国 数学 家 华罗庚 数 授 在 这 个 问题 上 也 有 卓越 的 页 献 ， 他 全 征明 : 
“几乎 全 部 ”偶数 都 是 两 质数 的 和 

属于 古 特 巴 黑 问题 一 类 的 有 锯 生 质数 问题 .例如 : 8、5; 5、7; 11、 
183 17, 19; 29、 81; 41、43; 71、73; ….…; 10016957、10016959; 等 等 . 
目前 所 知 的 一 对 最 大 的 办 生 质数 是 1000000009649、1000000009651， 


关 题 就 是 是 否 存 在 无 穷 个 相差 为 2 的 质数 对 ,也 即 方程 p. 一 p=2 
”， 是否 有 着 无 穷 租 质数 解 . z / - 


下 面 我 们 再 谈 质 数 在 自然 数列 中 的 分 布 规律 问题 / 

尽管 我 们 知道 质数 的 个 数 是 无 限 的 ,可 是 无 法 找到 一 个 公式 ,接着 

它 可 以 把 -- 切 质数 写 出 来 (假如 有 这 种 公式 ,我 们 对 于 魔 大 的 质数 类 当 
* 066。 


难 ; “存在 一 正 整 数 C， 而 任 一 正 整 数 N 一定 可 表 成 不 超过 C 个 质数 的 
- 和 ， 37 ， 


-~ 


a 


| 


下 


然 就 会 失去 兴趣 ) ,其 至 只 要 找到 一 个 公式 能 输出 无 限 个 质 数 ( 继 使 不 
是 从 部 的 ), 也 是 办 不 到 ， / 
这 样 我 们 就 有 兴趣 注意 下 尚 的 一 些 公式 


及 式 wv “—% 二 17， 
当 w=0、 1 2 ee 、16 的 时 候 , 给 出 了 质数 ， 
(例如 , x==17， 那 末 J7 一 17 二 17 一 17? 就 不 是 质数 了 . ) 
公式 二 41,. 
当 z=0、1、2、……… 、40 的 时 候 , 输 出 了 质数 ， 
双 如 ,公式 wv 十 19491， 
vt 27941, 
2 一世 二 72491 


都 代表 着 丰富 的 质数 ( 警 如 ,最 后 的 公式 ， 当 & 一 0、1、2、……- 、11000 
”的 时 候 , 给 出 了 质数 ). 
上 面 的 内 容 ; 已 专门 形成 一 个 间 题 : 
对 于 任意 给 定 的 正 整数 入, 是 否 有 整数 4 存在 ， 使 下 式 


2 -一 0 十 4， 
当 “一 0、1、2、……、 六 的 时 候 ,都 表示 质数 .” 
这 也 是 个 没有 解决 的 间 题 ， 


至 于 质数 在 自然 数列 中 的 分 布 规律 是 极其 复 洒 的 。 
。 股 wz) 表示 一 切 不 大 于 实数 » 的 质数 的 个 数 ， 例 如 ,不 大 于 20.6 
”的 质数 共有 8 个 ,所 以 表示 7(20.5)==8. 
， ”我们 从 自然 数 中 质数 个 数 是 无 限 多 的 这 -- 点 ,就 知道 :如 果 

x 一 >co， 那 末 x(z)- 一 >co， 
法 国 娄 学 家 勒 广 得 尔 (Tegendre) 完 善 的 让 明了 ， “ 当 w 一 >oo 时 ，、 


人 何 自然 地 会 直到 去 找 寺 公 式 ， 由 7 而 求 出 r4z)。 经 过 数学 家 们 
的 努力 工作 , 得 到 了 近似 公式 ， 


-人 7 


勒 蕊 得 尔 研究 质数 类 时 ,得 到 业 渝 :“x(?) 与 了 ~ 差别 很 小 (Ins 
是 的 自然 对 数 ),” 数 学 家 高 斯 也 有 过 同样 的 精 论 ， 


对 上面 的 断 早 , 在 伴 大 的 俄国 数学 家 切 具 使 夫 (de6zmes) 院士 之 


前 ， 没有 一 个 数学 家 严格 地 证 实 过 它 . 1851 年 切 具 会 夫 诈 明 了 : 
“存在 两 个 常数 C1、 c。 (G1、 Cs 都 大 于 0), 使 


< TY) 0 
Inw 


以 后 的 一 些 数学 家 继承 了 切 员 舍 天 的 工作 ， 更 得 到 了 如 下 的 极限 


人 
C1* 
lnz 


起 


zz 一 lim 之 
友 一 名 lInw 


能 更 准确 地 示 r(z) 的 公式 也 早已 求 得 因为 公式 本 身 就 带 上 积 * 


分 记号 ,这 里 就 不 作 介 夺 了 . 
顺便 也 提 一 提 被 切 具 含 夫 泛 明了 的 “ 具 尔 特 衣 《Bertrand) 的 扒 
测 .” 所 谓 具 尔 特 朗 的 推测 ,原来 就 是 这 样 的 一 个 论断: 
“如 果 ?> 二 那 末 在 1 与 24 之 间 , 骏 少 存在 一 个 质数 .” 
关于 这 个 看 来 是 显然 的 论断 的 证 明 , 这 里 还 没有 条 件 作 介 厅 。 
在 质数 理论 中 ,所 乡 一 些 有 趣 问 题 ， 就 零碎 的 介 烛 到 这 里 , 早 就 及 


过 ,这 些 所 请 有 趣 癌 题 , 看 来 是 如 此 的 滥 显 ， 然 而 解决 它们 却 会 遇 到 简 


- 直 很 难 秆 信和 的 困难 ， 


第 四 章 “若干 数 的 最 大 公约 数 
及 最 小 公 售 数 的 求法 - 


有 了 前 面 几 章 的 知识 ， 才 使 我 们 可 以 严格 地 讨论 如 何 的 求 几 个 数 


的 最 大公 航 数 和 最 小 公 倍 数 的 阅 题 , 因 为 ,首先 我 们 有 了 求法 的 理论 根 
据 一 一 最 大 公 锡 数 和 最 小 公 倍 数 的 性 质 ; 其 次 ， 也 有 了 具体 计算 的 工 


» 籽 作 。 


一 


具 一 一 整除 性 逢 别 法 以 及 数 的 分 解 ， / 
在 本 章 中 ,我 们 将 会 看 到 求 最 大 公 和 绝 数 和 最 小 公 倍 数 的 各 种 方法 ， 
以 及 解决 基 些 问题 的 特殊 方法 、 


81 利用 数 的 分 解 两 娄 的 最 大 公约 


“定理 ”对 于 正 整数 4、B, 可 识 @ 
人 4 一 02082 08 B= 22028208n 。 


这 里 及 、Po、……… 、 是 相 异 质数 ，w、B， 是 非 负 整数 ， 又 下 
Min[ a,, Bi 一 7 (就 是 yi 是 ai、 Bi 中 较 小 的 一 个 )、 那 末 
( 4， B) = p71pY2...... DYn, | 


, a 8 + 
一 证 明 因为 二 和 -中 至 少 有 一 个 等 于 1, 也 就 是 讽 ， 


a ， 好 
(2 Pe 


2 -了 。 于 是 得 到 如 下 的 个 等 式 : 
a 各 
(re 全) 
D11 Di! 
_ ( P22 Be 一 了 
2 


Dan Di? 
利用 五 质数 的 性 质 得 
(下 
Pi par PY? Pai" 
-( | B ) | 
D71 ee pr" 人 Ya soos Dn 
由 第 一 章 8 2 性 质 6 就 证 明了 : 
_ © 辟 如 ， 对 于 51425 = 52. 112:17, 18310 = “2. Bb: “113, 可 看 出 : 51425 = 20.52.112。 :17, 


13310=2.5.113. 17 


~ s B89 es 


| (4, B) = pYipY Yr, 
例 1 求 (24, 36). z 
: 24=—=23,.8,， 836=22.82, 
(24, 36)=22.3=12, 
例 2 求 (51425，13310) 。 
51425=652.11?.17, 18810=2.5.11*, 
(51425, 18810) 一 5.112 一 605， 
应 用 数 的 分 解 求 两 数 的 最 大 公 狗 数 是 根据 下 面 的 定理 : 


Pil 4 B 
ps| A Bi 
| A, Bb, 
pl A Bs 
.A B 


n 


角 4、 是 两 个 自然 数 (发 它们 不 互 质 ,不 然 最 天 公 锡 数 就 是 1)。 
 : 巩 值 大 于 1 的 包 是 4、 卫 的 公 移 数 ,而 4 、 刀 分别 为 和 除 4、 刀 
所 得 的 商 . i 
、 如 果 4,、B, 两 数 不 互 质 ， 设 Pp (名 <I) 为 4,、B, 的 公 锡 数 ， 而 
4,，、B, 分 别 为 ps 除 4:、B, 所 得 的 商 , 下面 就 这 样 地 灯 炳 下 去 ，. 


[i 


很 清楚 ,这 种 过 程 不 会 是 无 限 的 ,也 就 是 说 ,一 定 能 找到 一 个 数 p,， 


分 别 除 4,_,、B,_: 所 得 的 商 4,、 忘 是 两 个 互 质 的 数 . 那 末 ， 
《4， B)= 7p,p, “ne Oh。 


因为 (4,，B)= (P,Pa'' Dp, A,, Pi1P2' p,B,) 
着 70 和 


一 和 20( A,, B,), 
一 了 和 而 已 知 (A,;、B,) =, 所 以 (4， 忆 ) 一 入 入 2 | 
| 从 证明 的 过 程 中 可 知 ， 户 、 久 、……、 力 各 数 不 一 定 限制 为 质数 
一 (也 不 一 定 按照 由 小 到 大 的 次 序 )， 因 此 这 个 求 两 数 的 最 大 公 简 数 的 方 


”法 ,上 比 前 面 讲 的 方法 要 来 得 方便 . 
“人 例 1 求 (384, 480). 
z 4| 384 480 
4| 96 120 
6| 24 80 
4 5 
已 知 (4, 5)=1, 
所 以 (384, 480)=4'4:6 一 96. . 
例 2 求 (858480, 530145). 
可 以 根据 整除 性 币 别 法 来 作 和 如 下 的 运算 : 
9 | 353430 530145 530145 
15 | 39270 58905 
17 | 2618 .3997 
7| ”154 .. 231. 


显然 ，(9, 3)=], 所 以 得 
(358480, 530145)=9:15:17:7.1]=176715, 

下 面 介 粘 特殊 间 题 的 特殊 解法 ， 

]， 利 用 定理 : (ma，mb) 一 m%(a， 5)， 对 于 其 些 半 题 的 解法 在 羽 
.等 上 可 以 与 上 太 的 有 所 不 同 . : | 

例 求 (4800, 8600). 

因为 (4800, 8600) 一 100(48, 36). 而 (48, 36) ==19， 

Br (4800, 3600)= 100.13= 190U, 

. 71 。 


2。 利 用 定理 : 如 果 (c，5) = 1， 那 末 (co 的 一 (0，0)， 对 于 某 些 
问题 的 解法 可 以 简化 如 下 ， 
例 1 求 (40,12), 
因为 “(40, 12)=(40,8: 人 ,而 (40, 3)=1， 
所 以 (40, 12)=(40, 4)=4. 
” 例 2 求 (100, 35). 
: 因为 (100, 85) 二 (100, 7.5)， 而 “(100， 7)= 1， 
所 以 〈100, 35)=(100, 5) 一 5， 
例 3 求 (50, 84). . 
(50, 84)=(50, 7*12)=(50,12) 
一 (5.]0, 12)=(10, 12)=2, : 
“8。 利 用 定理 : (ae", 6")=《a,8)", 也 可 解决 一 些 特殊 问题 ， 
例 1 求 (8, 10)， z : 
已 知 (8, 10)==2， 所 以 (8, 109) 一 2 一 16， 
例 2 求 (729, 1728)， 
因为 729=9:, 而 1728 二 12:， 所 以 
(729, 1728) = (9, 12:) =(9, 12):= 3 27， 


$2 利用 欧 儿 里 德 除法 (由 转 相 
除法 ) 求 两 数 的 最 大 2 \ 儿 | 数 


”复习 第 一 音 $ 2 性 质 3 欧 几 里 德 除法 -这 样 ， 我 们 就 是 用 语言 也 会 


统 述 如 何 求 两 数 的 最 大 公 狗 数 了 ， 


求 两 数 的 最 大 公 锡 数 ， 可 先 以 两 数 中 的 小 数 除 大 数 ， 然后 以 所 得 的 z 
会 数 (车 不 为 雾 ) 去 除 小 数 .如 果 得 到 的 第 二 个 余数 还 不 为 雾 ,再 以 第 二 
个 余数 去 除 第 一 个 余数 .这样 竹 积 驾 转 相 除 , 直到 余数 为 雾 而 止 . 在 最 
后 相 除 时 所 用 的 除数 (也 就 是 最 后 一 个 不 为 震 的 余数 ) 就 是 计 求 的 两 个 


冤 的 慌 站 全 和 数 。 


T7200 


”上 上面 的 形式 实际 上 网 表示 了 下 面 的 个 等 式 : 


a=bgit nn (0<7 6); 
0=7.9,++7 (0<7,<7); 
N=7.9s TTs (Orn) ? 


= 2 DE: 
2 一 ,nt (G =0). 
这 样 ,上 面 的 那个 形式 的 意义 就 很 明显 了 . 
例 1 求 (111, 118). 


1|111|118| 
105 ,111| 由 左边 运算 可 知 : 
1 6 7 |15 | 
6 6 (111, 118)=1, 
| 0. 1 | 6 
例 2 求 (2809, 6731)， 
212809167811 
22265618| 
1, 58831113| 2 ”二 边 泛 可 4h : 
580| 583 由 左边 运算 可 
10 53| 580|] (2809, 6781) = 6893, 
| 580 
| 0| 


我 国 二 代数 学 家 秦 妃 韶 发 明 的 求 两 数 的 最 大 公物 数 的 方 洪 〈 它 的 

理 洽 根据 与 驾 转 相 除 法 的 根据 是 一 致 的 ): 

“以 大 减 小 ,更 相 减 损 , 以 求 每 数 。” 

这 就 是 就 ,从 两 个 数 中 的 大 数 减 去 小 数 ， 直到 得 到 的 差 比较 小 的 数 

还 小 , 再 从 小 数 减 去 所 得 的 差 . 如 此 更 相 减 报 , 直到 得 到 相等 的 差 数 为 

止 .最 后 所 得 的 差 数 ,就 是 这 两 个 数 的 最 大 公 煌 数 ， 
例 1 求 (72, 108). 


72 108 
72 
72 ”36 (108 减 了 一次 72 而 得 ) 
36 
36 86 


径 然 最 后 得 到 了 相等 的 莽 数 ,所 以 
《72, 108) =36, 
“ 例 2 求 . (698, 819)， 
693 819 


693 
698 126 
- 126 
(693 连 减 了 五 次 126 而 得 ) 63 ” 126 
63 
63 63 


由 上 可 知 : (698, 819)==63， 
Wait 
应 用 . 、 

例 1 求 (3899, 880). 

因为 899 一 380= 二 19， 所 以 (399, 380)=(19, 380)， 而 880 : 19， 
因此 (399, 380) = 19。 

” ，74 。， 


A ， 


: sa 


例 2 求 (315, 357)， 

因为 (815, 857) =(815, 42), 又 815 一 42'7 二 21、 所 以 (315, 357) 
一 (21,， 42) =21, 

例 3 求 〈1578, 787)， 

因为 1578 一 787==791, 所 以 (1578, 787) 二 (791,787) 二 (4, 787)， 
容易 断定 (4, 787) 王 II.[ 虽 然 通 过 计算 立 列 可 以 证实 上 面 的 断 营 是正 
确 的 ， 不 过 我 们 也 应 该 常常 施展 观察 力 : 787 显然 不 能 税 4 整除 , 丽 朋 
它 被 4 除 后 余数 也 不 会 是 2， 也 歼 十 谣 ， 余数 不是 1 就 是 383 .这 样 ， 
(4，787) 不 是 等 于 (4, 1) 就 是 等 于 (4, 83) 了 ， 也 就 是 脱 (4, 787) =1.】 
因此 ，(1578, 787) 二 1， z 


S83 求 两 个 以 上 数 的 最 大 公 狗 数 
先 用 数 的 分 解 来 解决 这 个 问题 . 


”定理 对 于 正 整 数 A4、B、…… 、L， 
. 可 讼 A= pit D2 2 sn 7 py 
B= 2 和 32222 ee tn, 
: Li= pipe seeses Din, 
又 设 Min [a, Bi eee, p=h, 
那 末 | (CA, B, snes , 0) = Pp PDF DN, 
根据 第 一 意 8$ 2 性 质 10, 只 要 诈 明 : 
A BbB . L 
pii see pa" > pl ose, Din ? pi1... npr 


的 最 大 公 移 数 是 1 就 够 了 ， 或 者 直接 要 据 最 大 公 和 构 数 的 定义 来 泛 明 ， 号 


` 明 留 栓 茂 者， 
例 求 (48, 84, 120, 1296)， 
.因为 48=2.8, 


84=22.8.7, 


。 Tb * 


120=- 23.3.5， 
1296 一 2+.34, 
Br} (48, 384， 120, 1296) = 2 3=12, 
本 利用 数 的 分 解 求 多 个 数 的 最 大 公 鸭 数 ， 也 可 以 应 用 如 下 的 定 更; 
Pi 本 4 8 .也 


DAs Be L, 
A, B, soe L, 
ps] 4 Bos ores Des 
4 B, se L, 
珊 4、B8、….…、 荆 这 些 数 不 互 质 ,而 包 《Pi 主 1) 是 这 些 数 的 一 个 公 
移 数 , 设 4,、B,、.……、; 分 别 为 pi 除 4、B、……、 荆 所 得 的 商 . 如 
果 4,、B,、……、 工 不 互 盾 , 设 入 ( 因 拓 是 这 些 数 的 一 个 公 锡 数 ,又 
” 设 4,、B,、……、 卫 分 别 为 ps 除 4、B、……、 五 所 得 的 商 , 这样 
家 要 下 去 ， 如 果 4,、 Bi ese 、 上 , 为 互 质 的 数 , 那 末 
(A, B, ...... ,DL) = pp 力 。 


它 的 薄 明 , 留 给 访 者 .〈 可 以 根据 第 一 章 $82 性 质 10) 
例 求 (1692, 216, 378,，108)， : 
根据 上 上 面 的 定理 , 作 如 下 的 让 十 算 : 
2 | 162 216 878 108 
3| 81 108 189 54 
9| 27 83836 63 18 
838 4 7 2 
(8, 4, 7, 2) =1, 
(162, 216, 878, 108) ~=2- 3. ‘9=654, 


: 根据 名 一 章 $ 2 性 质 7， 也 可 以 得 到 求 多 个 数 的 最 大 公 和 灼 数 的 法 


- 则 ， 
例 1 求 (140, 245,，315) ， 
e 和。 | 


- 


140 | 2 45 


由 左边 可 知 (140，945) 一 35， 
一 0 EL C1). 215, 815)= (385, 815). 
3 | | Dos, 1 因为 315 ;85， 即 (35, 3J5) 一 35， 
| 人 因此 (140, 245, 8315) = 一 35. 
{ . 


例 2 求 (48,72, 21, 15)。 

因为 (48, 72)=24, 而 (24, 21)=3、 

义 (8,15)=8, 所 以 (48,72.24,15)=3， 

当然 ,也 可 以 这 样 做 : 

因为 (48, 72)= 24, 而 (21, 15) 一 3， 

所 以 〈48, 72; 21; 15) 二 (24, 3)=3. 

已 经 知道 , 求 多 个 数 的 最 大 公 和 绚 数 ,可 以 从 求 鞭 中 任意 两 个 数 的 最 
大 公 税 数 开始 ， 而 求 两 个 数 的 最 六 公 移 数 半 是 各 4 雏 据 兴 九 裔 的 更 相 减 报 
法 [就 是 ,如 果 a 一 8 一 c, 那 末 (4a，5) 一 00, c), 可 以 转化 为 求 两 个 边 钥 


单 的 数 的 最 大 公约 数 并 题 。 于 是 对 于 求 多 个 数 的 最 大 公 徇 数 间 题 ， 当 


然 也 可 以 化 做 求 较 税 单 的 几 个 数 的 最 大 公 移 数 问题 ， 
”区 如 , 求 (4, B, 0), 而 其 中 4>C. 
我 们 设 4 一 C =D, 这 样 就 得 到 
(A, B, C0)=(D, B, 0)., 
例 1 求 (752, 428, 329, 235)，。 
因为 752 一 428 一 329, 所 以 
(752, 428, 329, 285) = (329, 428, 829, 235) — (428, 329, 285), 
又 423 一 829=94， 所 以 (423,， 829, 285) = (94, 829, 285)， 
又 329 一 235= 94, 所 以 
(94, 329, 235) = (94, 94, 235) = (94, 285). 
又 285 一 94:2=47， 所 以 (94, 235) 一 (94,，47) 一 和， 
因此 ,(752, 423, 3829, 285) 一 47， 
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例 2 求 (162, 216, 878, 108)， 
因为 ”378 一 216=162, 所 以 
(162, 216, 378, 108) 一 (162, 216, 162, 108) = (216, 162, 108). 
又 ”216 一 162=54， 所 以 (216, 162, 108)=(54, 162, 108)。 
双 162: 54,， 双 108 :54, 所 以 (54, 162, 108)==(54, 108) 一 54. 
例 3 求 (140, 245, 3815). 
因为 ”315 一 245=70, 所 以 
(140, 245, 315) = (140，245,70) 一 (245，70)， 
又 ”245 一 70.8 一 35, 所 以 (245, 70)=(35, 70) 一 85， 
因此 ， (140, 245, 815) 二 35. z 
例 4 求 (823, 547, 443)， z 
因为 839 一 547==276, 所 以 (828, 547, 448) = (276, 547, 443)， 
”又 5647 一 443=104， 所 以 (276, 547, 448) =(276, 104, 443)， 
”又 448 一 104:4=27, 所 以 (276, 104, 448) = (276, 104, 27)， 
双 276 一 27.10=6， 所 以 (276, 104, 27) =(6, 104, 27)， 
”及 (6,27)=3， 所 以 (6, 104, 27)=(3, 104)=1， 
于 是 得 : (823，547，443) 一 工 . : 
最 后 ,再 研究 几 种 特殊 情形 。 
1. 求 % 个 数 的 最 大 公 役 数 ,和 而 这 个 数 中 ， 有 一 些 数 ( 警 如 有 7 个 
数 ) 是 男 一 些 数 (或 仅 是 一 个 数 ) 的 倍数 , 那 末 求 这 7 个 数 的 最 大 公 移 “ 
就 只 需求 剩 下 的 -7 个 数 的 最 大 公 移 数 ， 
例 求 (24, 84, 21, 72, 7). 
因为 72:24, 84 ;7, 91 :7， 

所 以 (24, 84, 91, 79, 7) 一 (24， 7)， 
23， 如 果 发 现 个 数 中 有 两 个 是 互 质 的 ， 那 林 这 ”个 数 的 最 大 公 构 ， 
数 一 定 是 1， 

例 求 (90, 243, 5, 12)， 
可 以 发 现 : (5, 12) =1, 所 以 可 断言 (90, 243, 5, 19) =1， 


718， 


83， 如 果 发 更” 个 数 可 以 表示 成 指数 相等 的 寺 ， 那 来 可 以 利用 定 
理 : (4 a 这 个 数 的 最 大 


例 求 (64, 512, 2]6). 
因为 64=43; 542 一 8 .216 一 6 
所 以 〈64, 512，216) = (4 8’, 63) =(4, 8, 6):=2:=8. 


- $4 求 两 个 数 的 最 小 公 倍数 


: 根据 第 一 章 83 性 质 5: [ac，g 一 一 一 一 一 二 Ty 可 以 求 两 数 的 最 小 公 
倍数 ， 
例 1 求 [391, 493]. 
先 求 (89] ,493 ) ， 
1|391 149383 
306 | 891 
1| .85| 102 |8 
8 5 8 5 
0 17 5 
就 是 股 ， (391, 493)=17， 因 此 


.43 -11389， 
17 


| 891 ， 4983 | = 
例 2 求 [508, 889]， 
(508, 889) = (508, 381) =(127, 881) = (127, 197) =197, 


[508, 889]= .508.889 -3556. 
197 


上流 求 两 数 最 小 公 倍 数 的 方法 ,必须 先 求 出 两 数 的 最 大 公 煌 数 , 所 
以 方法 不 巷 简 便 .我 们 也 可 以 利用 下 面 的 定理 . 
定理 ”对 于 正 整数 4、B, 可 设 


»* 79 。 


4 一 72228208， Be phipee...1 ph", 
这 时 Pp 、PD、'…*， 、2, 是 相 弄 质数 ，wr、A， 是 非 旬 整数 . 且 
yi~= Max [a, B:; ] 《 即 yi 为 a; 和 8; 中 较 大 的 一 个 ). 


潮 来 [4 9 B| 一 DID 2 Di , 
| 人 DY t : 
胜 明 ”因为 人 -与 台中 一 定 有 一 个 等 于 1， 
Det pfi / 
: Pt piN 
”也 就 是 / (2 2 ) 1, 


于 是 就 得 到 下 面 的 一 些 等 式 : 
(四 ， 2 )=1; 


pil pt 
(2 下 )=1 
p22 ps2? 
和 > 
Yn Yn 
(至 3 La )=1. “ 
On 


由 互 质 闪 的 性 质 可 知 : 
(下 . Pa Pl Pe )=1. 


委 i 


pr! pa" pf ph" 
出 就 号 ( Ee Yi DY )-1. 


由 第 一 章 83 性 质 8 可 知 : 

[4, BJ]=p?ipY...... py", 
例 1 求 [180, 300]. 
因为 ” 180 一 22.32.5， 和 而 300 一 22.8.52， 
所 以 [180, 300]=2*,8?.5*=900. 
例 2 求 [720, 6751. 
因为 720 一 24.3?,5， 675 二 83.5, 
所 以 [720, 675]=24.33,5? 一 10800， 

1.80 。 


。 解 然 求 两 数 的 最 小 公 倍数 先 把 这 两 个 数 分 解 盾 因数 ， 因 此 我 们 也 
可 用 下 面 的 定理 求 两 数 的 最 小 公 倍 数 : 


plA4 _B 役 4、B 是 两 正 整数 , 且 不 互 质 . 设 什 

入 | 4， 也， 大 于 1 的 是 4、B 的 公物 数 ,而 41、B， 

4 了 分 别 是 Pp 除 4、8 所 得 的 商 . 
ee : 这 样 稳 各 下去， 显然 最 后 所 村 


Dp,| A Bi pn, 用 写 除 4 B n—1 所 得 的 商 A,.B n 
A, B, 互 盾 的 数 , 如 果 这 样 , 那 来 
CLA, Bl=pD.pa: pe A B,. 


证 明 已 知 4=pips pA， B=Ppen pb, 
所 以 [4， 的 一 [pp PA,， prpoe ep Bo] 
=ppa pl A,, B 

因为 (4,, B.) 一 1， 即 有 [4,， 8 ap, 
所 以 [4, Bl=ppoen ps AnB,. : 
例 1 求 [720, 6751. 

9 | 720 675 

5| 80 75 

16 15 


因为 (16, 16)==i， 所 以 [720, 675] 一 9.5.16.15 一 10800， 
例 2 求 [756,504]. 
: 9|756 504 
7| 84 56 

~ 4| 12 8 
、 8 2 
因为 (8, 9)==1， 所 以 [756, 5041=9.7.4.3.9=1512. 
eS 

.利用 定理 :“ 如 果 (4, c) = =1, 那 末 | &, bc | 一 ¢[ a， 站. 求 网 数 

的 最 信和 
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例 1 求 [38, 42]. 
因为 ”各 =6.7， 而 《38, 7)=1， 记 以 : | 
[88, 42]=7[88, 6]. 
双 38=19,2， 而 (19, 6)=1， 于 是 .7 
- [38, 6]=19[2, 6]=19.6, 

所 以 [38, 42]=7*[38, 6]=7.19*6=798， 
例 2 求 [96, 132]. 

[96, 132]= 4[24,83]=4[24,11.31 
=4°.11[ 24, 3 1=4:11.24=1056. 


2。 利 用 定理 :“[@ ,0 一 La, 6 了 ,” 求 两 数 的 最 小 公信 和 数 ， 
例 求 [64, 216].。 
因为 ”64= 生 ,216= 6s， 所 以 轿 
[64, 216]=[4s, 6:]=[4, 61:=12, | 
$5 求 两 个 以 上 数 的 最 小 公 倍数 
利用 第 一 章 83 性 质 6 和 已 的 推荐 ， 我 们 可 以 求 多 个 数 的 最 小 公 
倍数 ， | z , z 
” 例 1 求 [15, 18, 20]. 
因为 [15, 18]=3L5, 6]=3.30=90， | ~ 
而 [90, 20]=10[9, 2]=10.18=180， | : 
所 以 [15, 18, 20]= 180， 一 
例 2 求 [16, 18,，20，24] 


因为 [16, 18j=28,， 9 一 2.72 一 T44， 


而 [144, 3 和 一 144，(… 144334) rr 
又. [144, 20]=4[36, 5]=4.86.5=720,- df 
因此 [16, 18, 20, 24] 一 720. 7 A 
. 当然 也 可 以 采用 下 面 的 方法 : - 
因为 [16, 18]=144， 而 [20, 24]=45, 6]= 120， 
9 


所 以 [16, 18, 20, 24]=[144, 120]=24[6, 外 
: 一 24.30 一 720， 
应 用 数 的 分 解 ; 也 能 求 多 个 数 的 最 小 公 僧 数 。 


- 定理 “对 于 正 整 数 4、B、.……、 工 , 可 设 
由 一 2Y108 2 ni", 
B= pe1pea...... pe", 
L= pI? se :Dh", 
这 里 pi、ps、……、p, 是 相 异 质数 ， 且 qt、Bi、……、 jp 是 非 负 整 数 ， 
如 果 hia [ou Biy es ，KAi | ， 那 来 
| 4、 B、 se .上 = piipi: so Din, 


根据 第 一 查 83 性 质 8 这 一 一 定理 可 以 获得 竹 明 ;或 直接 拔 照 最 小 公 
倍数 的 定义 也 可 以 .3 这 里 把 永明 留 输 芒 者 . 

例 1 求 [36, 48, 56]. 

因为 ”86 二 22,82?， 48 一 24,8， 656 二 2:.7， 

所 以 [86, 48, 56]=2:.3?.7 二 1008. 

例 2 求 [720, 675, 500, 450] 

因为 ”720=24.3?.5，675 一 3s.52，500 一 22.53，450 一 2.32.52， 

所 以 [720, 675, 500, 450] 一 2.83.5* 一 54000. 

下 面 我 们 对 求 多 个 数 的 量 小 公 倍数 关 题 ， 再 加 座 计 论 ， 


pi| 4 B ,也 
PD | A, B, :ee LL, 
A, BB, L, 


我 们 已 释 熟 悉 了 上 面 的 形式 .如 朱 最 后 得 到 的 4,、B,、…… 、 了 ， 
等 是 互 质 的 数 , 那 末 


/ . as B33 »， 


| 14， Bb, 机 3 L]= pip, “i pL A,, Bb,, “ee 也]。 


避 在 失 和 二 要 和 [4,，B;，……，Z 了 7] 的 大 小 问题 ， 

当 (4,, B,, .ee ,DL,) = 1 的 时 候 、 

如 果 这 时 4 等 数 两 两 互 质 ， 闻 洒 根据 第 一 这 $3 性 
质 6 的 推 葵 3， 可 以 知道 [4 ,l= A,B, hb,. | 

如 果 4,、B,、*…*，* 、 a 那 末 就 需要 利用 第 一 漠 $3 
注 盾 10, 就 是 : - 
”如 电 在 7 个 数 中 ，a1、qs、……、Q& 都 能 被 d 整除 ,而 irs、 
4 、an 都 与 4 互 质 , 那 末 z 

La, 0 1 en] 一 十 人 oj] 


例 1 求 [15, 20, 24]。 
可 以 看 到 : 15 : 5，20 :5, 而 (24, 5)=1， 
所 坟 [15, 20, 24]=5[3, 4，24 
同样 的 ,因为 4; 4，24 : 4， 而 (3, 4)=1， 
所 以 ” [8,4, 24]=4[3, 1, 6]~4.6==24. 
也 就 是 ，[18, 20, 24] 一 5,24==120. 
例 2 求 [28, 18, 20, 21, 24, 32]. l ”i 
可 以 看 到 : 28, 18, 20, 24， 39 都 能 被 2 整除 ,而 (21， 2)=1, 所 以 
[28, 18, 20, 21, 24, 82 =2[14, 9, 10, 21, 12, 16]. 
又 ” 14, 10, 12, 16 都 能 被 2 整除 ,而 9， 21 都 与 2 互 质 ,所 以 
~ [14,9, 10, 21, 12, 16]=2[7, 9, 5, 21, 6,8]. 
又 6.、9.21 都 能 愉 3 整除 ,而 7、5、8 都 与 3 直 质 ,所 以 
[7, 9, 5, 21, 6, 8]=3[7, 8, 5, 7, 2, 8]. : 
同 理 ， (7,8,5,7,2,8j]= 7[1, 3, 5, 1, 2, 8]. 
同 理 ， [1, 8, 5, 1，2， 8]=92[1, 3， 5, 1, 1, 4], 
因为 ”3, 5, 4 两 两 互 质 , 于 是 
[1, 8, 5, 1, 1, 和 一 3.5.4。 
* R44 * 


综合 上 述 ,得 z 
[28, 18, 20, 21, 24, 382]=2*9.8.7.2.8.5.4= £0080. 
为 了 书写 方便 起 见 ,上 上面 一 系列 的 计算 ,可 以 安排 如 下 : 
2198 18 20 21 24 32 z 
2114 9 10 2921 12 16 
3| 7 9 5 21 6 8 
7|] 7 3 5 7 2 8 
-21.1 3 5 1 2 8 
1 8 5 1 1 4 


所 以 [28, 18, 20, 21, 24, 3839] 一 2.2.3.7,2.3.5.4 一 10080， 


例 3 求 [15, 18, 20]. 


3|15 18 20 
5| 5 6 20 
2| 1 6 4 

1 8 2 


由 上 可 知 : [15, 18, 20]=8:6:9:8.:9=180。 
例 4 求 [18, 24, 97, 45]. 
3|118 24 9 45 
3|16 8 915 
2| 9 8 8 5 的 
1 4 8 5 
因为 4, 8, 5 两 两 互 质 ,所 以 
[18, 24, 27, 45]~=3.3.9.4.8.5=1080, 
最 后 ,再 研究 几 种 特殊 情况 ， 四 
如果 个 数 中 , 有 个 数 是 某 一 些 (或 仅 是 一 个 数 ) 的 绝 数 , 那 . 


来 求 这 个 数 的 最 小 公 倍 数 ， 就 只 需求 剩 下 的 ”-- 个 数 的 最 小 公 倍 


例 1 求 [15, 24, 40, 80, 60]， 
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- 该 里 60 :15, 80: 40, 所 以 
[15, 24, 40, 80,，60]= [24, 80, 60] 
=46, 20, 15]=4.3[2, 20, 51. 
而 2, 5 都 是 20 的 购 数 ,就 是 [2, 20, 5]= 20. 
所 以 [15, 24, 40, 80, 60]=4.8:20 一 240. 
例 2 求 [15, 20, 36, 40, 84]. 
4|115 3 36 40 84 (这 里 20 是 40 的 构 数 ) 


3 | 15 9 10 9 
”起 8 10 了 (这 里 5 是 10 的 绚 数 ) 


因为 ”3, 10, 7 两 两 互 质 , 所 以 
[15, 20, 36, 40,，84]=4.3.8.10.7 一 2520， 
例 3 求 [16, 48, 32, 96, 12], 
因为 96 是 其 但 四 个 数 的 们 数 ,所 以 结果 是 96， 
2 利用 定理 : [ 吧 ， 戏 ，……， ao 一 [ay aa ww， on。 可 以 
求 多 个 数 的 最 小 公 倍 数 ， 
” 例 求 [64, 512, 216]. 
因为 64=4，6512=8;，216 一 6:, 
所 以 “[64, 512, 216]=[ 和，8*,6*] 
=[4, 8, 61:=24:=18824., 
- 到 这 里 为 止 ， 我 们 涪 籽 的 探 时 了 求 两 个 数 和 几 个 数 的 最 大 公交 数 
和 最 小 公 倍 数 的 半 题 ， 间 时 也 时 栓 了 者 于 计算 的 法 蕊 二 题 ， 这 里 我 们 也 
就 结束 了 有 关 整 除 性 理论 的 探讨 . 
下 一 章 我 们 将 探究 关于 剩余 "问题 ， 它 是 一 个 内 容 十 分 丰富 而 有 
趣 的 于 题 , 它 也 是 数 验 的 一 个 基础 。 因 限于 这 个 册子 的 性 质 , 关于 这 个 
下 是 当然 我 们 无 法 号 的 很 多 。 
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- 第 五 章 剩余 


， 在 整数 的 理论 中 ， 同 余 " 这 个 开题 的 研究 占 了 很 大 的 比重 .这 也 就 
跤 明了 宅 的 重要 性 . 可 以 襄 , 同 余 这 个 概念 的 引入 ,在 不 小 的 程度 上 直 


” 富 了 数学 的 内 容 . 关于 这 一 点 ， 尽 管 这 个 册子 不 是 专门 研究 同 余 理 洽 


的 ,但 县 我 们 还 是 可 以 从 本 章 中 看 到 的 . 
$1 间 余 的 基本 松 念 


对 于 整数 &、4 及 正 整 数 mr 有 下 列 关 系 : 
z d=mgiT 人 ,0<N mm) 
0 一 Mg 十 和 ， (O07,<m) 
而 六 二 六 
那 末 ， 我 们 襄 4、6 对 于 模 数 mm 为 同 余 ( 也 可 以 说 : 对 于 模 数 2, a、5 
同 余 ) . 记 作 : 


azwb (mod 7 )， 


上 式 是 做 同 余 式 ， | 
党 如 ，4 人 2、50 锌 8 除 ， 得 到 的 余数 都 是 "2, 于 是 更 : 40、50 对 于 模 
数 8 为 同 余 . 记 作 : 42=50 (mod 8)， 


义 如 ， 一 11、16 被 3 除 , 得 到 的 余数 部 是 1. 也 就 是 褒 ， 
-il=16 (mod 3). 
定理 “、2 对 于 模 数 m 同 余 的 充分 而 且 必 要 条 件 是 : 
a--b:m, 
. 广 明 1. 条 件 的 充分 性 : 
二 =maoi 十 和 (0<n <m), 0 一 Mg 十 9 (0<m<m)。 于 是 
Qa—b=m(gqi—g2) + (nN). 
因为 a 一 了 ; m， 于 是 一 为 :mw 而 内 有 当 = 的 了 时候 ， 


六 一 各。 所 以 < 天 (mod m), 
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2。 条件 的 必要 性 ， 
如 果 “三 5 (mod m), 那 来 z 
r=mg+?r, b=mgs+t7. 加 让 
很 明显 ， a—b=m(gq-4) : Mm, 
推论 1 asew (mod m). ~ 
推论 2 awb (nod mm) 
与 5 三 4 (mod m) 等 价 ， 加 
推 欠 3 sp (mod m) 
”与 4 一 b=0 (mod m) 等 价 ， 一 
上 硬 三 个 推荐 的 险胜 , 留 给 庐 者， 
_ 推 葵 4 如 果 a=2 (mod m)，5=c (mod m)， 那 来 机 
aa (mod mm)。 
诈 明 .内 为 4 一 6 ; nm，b 一 c : m， 所 以 .. 
| (Ce 一 0) 十 (2 一 c) 一 ga 一 C :mm. i 
也 就 是 就， as (mod m). - 
推 险 5 如 果 4=5 (mod mm)，mi 是 m 的 物 数 , 那 束 
es (mod 傍 )， - 
证 明 由 am5 (mod m) 得 4 一 8 :m， 
因为 m ; ms, 所 以 a 一 8 : mi 这 样 就 推 得 : 
- ~ ab (mod m). : 
$2 同 余 的 基本 性 盾 . 


1。 如果 a 二 6 (mod m)，c=a (mod m)， | 
那 末 at+c=b+d (mod m). i 
证 明 ”由 已 知 的 条 件 可 得 : 


4 一 0 +m, co—d:m, 


显然 ， (a—0)+(c—d) : m, 
也 就 是 《4 十 上 一 (0 十 2) ; m, 
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由 上 节 定 理 就 得 到 : c 二 cs=3++ad (mod 加 ). 
. 这 一 定理 显然 可 以 推广 到 : 多 个 数 对 同一 模 数 同 余 的 情 
推 花 1 如 果 as (mod m)，c=d (mod m), 


形 


那 末 tcb—d (mod m). : 
证 明 由 emd (mod m), 容易 推 得 : 一 0c 二 一 4 (mod m), 根据- 
同 余 的 性 质 就 得 到 : 


a&—c=b—d (mod nD) 
推论 2 如 果 «=b (mod m), 而 c 是 任 一 整数 , 那 来 
4¢+c=0+c (mod m). 
证 明 由 a=b (mod m) 及 C 三 c (mod m), 慌 据 同 余 的 性 质 ， 就 
可 以 得 到 e+ess+e (mod m). 
推 葵 3 同 余 式 的 两 边 可 以 移 项 . 
如 从 & 二 sc (mod m), 可 以 推出 a=c--5 (mod m)，、 等 等 ， 
论 4 如 果 <“ 一 5 (mod m), 那 末 
a= 了 十 mk (mod m), (hk 是 任 一 整数 ) 
征明 由 a 竺 b (mod m%) 及 0==mbk (mod mm), 就 可 以 得 到 
. aumb+mk (mod m), 
2. 如 果 ab (mod m),， c=#d (mod 2 )， 那 来 
ac= bd (mod m). 
是 明 因为 “一 5 : m, 于 是 (a 一 b)e ; m, 也 就 是 40 一 bo : 史 。 因 
此 ac=bc (mod m)., ~ 
因为 “一 4 ; m， 于 是 《c 一 4)b ; m， 也 就 是 bc 一 bd ; m。 因此 
ben bd (mod m). | : | 
-~ 所 以 ac=bd (mod m).… (根据 上 节 定理 的 推荐 4) 
z 这 一 定理 显然 可 以 推广 到 :多 个 数 对 间 一 - 模 数 的 阅 侈 的 情形 . 
” 推 葵 如 果 a=0 (mod m), 那 末 
2 一 b" (mod m)。(n 为 一 非 负 整数 ) 
这 就 是 性 质 2 的 特殊 情形 . 
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当 n 是 正 整数 的 时 候 ， 这 个 推荐 是 成 去 的 ， 事实 上 , 当 n=0 的 时 


， 候 , 推 苔 也 成 立 ， 因 为 这 时 a "~ (mod mm) 变 威 了 l=1 (mod m), 
例 1 求证 : a”" 一 b": a 一 b, 
(这 里 4.b 是 不 相等 的 两 个 整数 , m 是 正 整数 )。 .. 
证 明 因为 4=0 (mod qa 一 0)， 所 以 a”=0” (mod a 一 08), 也 就 
是 谣 , a”* 一 b”: gb， : 
当然 很 容易 推 得 : z 
当 m2 是 斧 数 的 时 候 ,，a” 一 8” ; qa- 上 8; 
当 mw 是 奋 数 的 上 时候， 2” 十 8” : @ 十 3， 
“ 例 2 求 508 蕉 7 除 所 得 的 侠 数 ， 
因为 B90=1 (mod 7), 所 以 5083= 三 113 (mod 7)， 
”就 是 胸 ，50* 被 7 除 , 得 到 的 余数 是 1. 
例 3 求 2” 袖 23 除 所 得 的 余数 . 
因为 =32, 所 以 2=9 (mod 23). 从 而 2*=81(mod 28)， 又 
81==12 (mod 28)， 所 以 得 到 2*12 (mod 28),『[ 我 们 可 以 把 上 面 的 
意思 写成 : 2”=81=12 (mod 23) .| ， 
”于 是 得 到 :2%=144= 6 (mod 28), 
因此 24m 3836=13 (mod 23)， 
这 就 是 谣 ，2” 窜 33 除 ,得 到 的 余数 是 13， 
例 4 求 胜 : 641 是 2% 十 1 的 网 数 . 
证 明 因为 2% 一 2*， 所 以 就 需要 丈 明 : 2 十 1 ; 641。 
”因为 2 一 256， 所 以 28 (2 一 65536) =154 (mod 641)， 
从 而 2”m154s (1542 二 23716)= 一 1 (mod 641)， 
-这 就 砷 有 了 21;641. 
例 5 如 果 和 天 1 (mod m), 那 来 
《1) 如 果 2、9 同 是 奇数 ，(m 一 ga)? 填 a ! m; 
(2) 如 果 Pp、9 同 是 偶数 ，(m 一 a)? 一 a : m; 
“(8) 如果 p、4 同 是 奇数 或 同 是 偶数 ，(m 十 4)? 一 ge : me， 
。 90 。 
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~ 上 Wr- 


证 明 (1) 因为 a?=1 (mod m)， 而 9 是 奇 改 ， 必 9 “二 (是 


关外 整数 ) 于 是 4。 ?tt gg, 
Mi t=)=1 (mod m), MH oe = (mod m), 


又 因为 (mw--Q)? 二 4 二] (mod )， 而 P 也 是 奇数 , 同 理 ， 


”Cm—a) mg (mod m), 
于 是 (Mi 一 oa 二 ass0(naod m). 
因此， (Cm—a) ta :Mm 
(2) 因为 p、g 同 是 偶数 ,所 以 


=] (mod m), (m—u)'=1 (mod m). 


于 是 ， (m—a)’—a’l =0 (mod 22)， 
轩 此 ， . ma) a :om 
(3) 当 2、94 同 为 奇数 的 时 候 : 
因为 te ee (mod m), 于 是 


“=0 (mod m), (mF-a)r=m+te (mod m). 


所 以 (m+a)—a =0 (mod m). 
也 就 是 如 ， (mm 十 go)2 一 aq 
当 2?、9 同 是 偶数 的 时 候 : 

-因为 we 人 1 (mod 加 7)，(mm 十 ayp=1 (mod ?入 ) 9 
所 以 (和 十 C 一 ca=0 (mod m). 
因此 (m+a)r—ar: m, 

[事实 上 ,(8) 就 是 (1) 和 (2) 的 推 葵 .] 

”. 恬 如 ,由 11?=1 (mod 40), 可 断 车 : 
”29? 填 114 ; 40; (如 果 p、9 同 是 奇数 ) 
29 一 11% :; 40; 《如果 2、 44 同 是 偶数 ) 


51? 一 11? : 科 。( 和 加 果 Pp、g 同 是 奇数 或 同 是 偶数 ) 


又 如 ,由 43?=T (mod 66), 可 断 首 : 
28? 484 : 66; (如 时 p,q 同 是 奇数 ) 
43 —48" ; 66; 《如 果 p、9 同 是 偶数 ) 
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109?— 49% : 66. [如果 pg 同 是 寿 数 或 同 是 个 数 ) 
由 上 面 的 两 条 基本 性 盾 . 可 推 得 : 


如 果 于 47z8a032 8 为 一 整 系数 整 多 项 式 ,. BO yo、 
等 数 分 别 与 4、wi、z2、…… 2 几 个 数 对 于 模 数 m 同 余 , 那 来  - 
己 4zga82……， se yee EE ya"* (mod m) (I) 
证 明 因为 EA (mod mm), i=1, 2 、N, 
当然 vi=yFi (mod m). 
又 知 A=B (mod m)., 
所 以 LOSure2 Ven 孚 0 gg2 ys" (mod m), 
显然 ， 根 据 性 质 工 就 可 以 得 到 (IT)，( 避 4zgfizye……zgn 是 一 切 形 
和 4ogaz82 go 的 单项 式 的 和 ) : 


例如， 多 项 式 14w 一 26w 寺 35w: 十 15w? 一 19x 十 5 对 于 模 数 7 与 


87 十 w? 十 2v 一 2 同 祭 ， 
这 是 因为 : 14v’=0 (mod 7); 
256% = 3 (mod 7); 
35zs=0 (mod 7); 、 
16v’=7x? (mod 7); 
—19x 三 27 (mod 7); 
沽 一 2 (mod 7 )， 
因此 下面 的 断 首 是 成 立 的 。 
例 对 于 数 arena…aiao， 如 果 
~ 10=ap, (mod m3) > 10 = 9p, (mod m), .or ，10"= », (mod m), 
那 末 0p 二 (mod m). 
“让 明 留 输 茂 者 . -| 
- 警 如 ， 求 34657 被 23 除 所 得 的 余数 ， 
因为 10=10(mod 23), 10:=8(mod 28)， 10:=80=11(mod 23)， 
0 =8°= 18Cmod 23)[ 或 10 和 = 一 5(mod 28)]， ~. 
所 以 24657=18. 2 11.4++8.6 寺 140， 8+7 (mod 28). 
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而 18.2= 36=13 (mod 23), 11.4=21 (mod 23), 
8.6=2 (mod 23)， 10.6=4 (mod 28), 
又 18 二 21 二 2 十 447=a1 (mod 28), 所 以 24657 二 1 (mod 23)， 
又 如 : 求 85673 窜 4 除 所 得 的 余数 ， 
因为 10:=6 (mod 47), 
10==60=13 (mod 47), 
1 三 0 =—1l1 (mod 47), 
所 以 85673=(—11).8-+18.5+6.6+10.7+3=89 (mod 47). 
3， 如 果 同 余 式 4=5 (mod 7z) 对 于 XY 分 别 是 ms、7mzs、.…… 、 Mm 
时 都 成 习 , 珊 [ai ， ，Mij | 一 只 , 那 来 a 二 5 (mod NM)， 
证 明 ”因为 < 一 0 能 愉 mi、m、……、 ?m4 等 数 整 除 ,所 以 一 2 一 
定 能 蕉 这 些 数 的 最 小 公 倍 数 内 所 整除 . 饰 然 a 一 了 : 放 , 所 以 


asD (mod M). : 
4， 如 果 a= (mod mm), 4 是 非 雾 整数 ,而 zx: 1d|，b : 1d|， 且 
C141, m)=1, 那 末 。 各 = 也 (mod m), 时 


证 明 设 4=dg,，b 一 dqs， 由 条 件 可 知 4 一 5 ; m， 也 就 是 
d(qi—qga) : nm, 
已 知 (19| ， %)=1, 所 以 di 一 Ga : mm, 于 是 


=9s (mod m), 也 就 是 襄 ， 和 = 了 (mod my 


注 曲 从 这 条 性 质 可 以 天 到 ， 同 余 式 与 等 式 在 性 质 上 并 不 都 相 类 
似 的 ， z z 

如 由 24=4 ( mod 10) 就 不 能 推 得 六 一 全 ( mod 10 ) 。 这 里 
人 10)>1. z 
， 如 果 `'4 二 5 (mod my, 那 末 ak=0k (mod ml). (5 是 非 替 
z 相关) 
证 明 因为 a 一 0 ; m, 所 以 和 (a 一 6) : ml%|. 
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于 是 | 
因此 ak=bE (mod mlk|). 
6. 如 果 4=5 (mod m)，q 是 非 雳 整数 ,而 4 : [dl，m ;1dl， 


Wo 


” 误 明 ”因为 a 一 了 : m， 而 已 知 mm ; Ig41, 所 以 4 一 0: A 由 于 
ai ldl, 因此 得 5 : |a|. 


由 a-5: 1a|, m: gl， 


一 0 . mm - 中 


a bp . 3 、 0 pb mm 
二 一 二; -所 以 人 = 上 (mod 一 …). 
a Q (Id| d 2 0 


$3 一 数 被 另 一 数 除 后 余数 的 求法 


这 里 准备 探讨 求 一 数 被 另 一 数 除 后 的 祭 数 于 题 ， 我 们 可 以 想起 第 
二 章 $1 的 定理 : 
如 果 10* 一 及 ; D,，(% 是 正 整数 ，M 是 任 益 整数 ) 那 末 
CD N: D4: D; (A= A MA MiAy)] 
(2) N: D4 :DD, LA are M+ Aocw] 
(这 里 N= ani .0Q1Co0 


” 获 条 定理 可 以 用 来 求 一 数 被 另 一 数 除 后 的 余数 ， 只 要 把 它 t 呈 成: z 


-如果 10*= 肛 (mod DD), 那 末 


CD NA Cod DY [AT cot MAseo a 十 Mi] 
(2) N=4’ (mod D), TA ma ai* M+ Aonw] 


(这 里 不 需 重新 再 作 有 眶 明了 ， 事实 上 ， 在 前 面 已 办 我 们 指出 了 
* N-A:DSN-4:D D. 该 者 可 以 参阅 第 二 次 $1 定理 的 王 明 .， 
例如 , 如果 10* ; D， 那 来 


= = oa “i CitCo (mod D), 
例 因为 10= 三 ] (mod 9), 所 以 


e 9 ， 


N= = Ao Mycwy+ oA， 
一 Q0 十 0 十 …… 十 Co (Imod 9)， 
(显然 ,上 式 对 于 模 数 是 3 的 时 饶 也 成 联 。) 
例 入 = 地 = 20 十 2c, 十 ao (mod 8)., 
如何 推 出 , 留 给 让 者 思考 
例 ”因为 10=3 (mod 7 所 以 
N 三 4=Q0T+361 二 820, 二 3"g, (mod 7) ， 


双 10* 到 一 (mod 7), 所 以 
入 于. 1= 4 一 4 十 4 一 … 和 十 (一 1 (mod 7)., 


(十 式 对 模 数 11、18 也 成 江 .) 
例 当 了 = 工时 ， 由 上 例 可 知已 有 了 求 余数 的 法 则 ， 不 过 由 于 


10 ! (in0d 11) ， 所 以 另 有 
WA a 十 《一 -Da ut, mod 11). 
好 鲜 , 因 为 10? 寺 1 (mod 11)， 所 以 
N=4A= ow 十 yy 十 直下 co Cinod 11)， 
《上 式 对 模 数 88、 99 也 成 立 .) | 
例 当 D=13 时 ,由 前 一 例 可 以 知道 已 如 有 了 求 余 数 的 法 则 ,但 
是 ,我 们 还 可 以 得 到 
N= A=a0—3a + 3 4 — 二 +(—3)"a, (mod 13) 
以 及 
N= A= Ao)—4dio,) TT As)— 十 (一 和 4 (mod 13) 


两 个 关系 .上 面 两 式 如 何 推出 , 留 答 蔬 者 思 游 ， 


下 面 举 若 千 如 何 求 余数 的 县 体例 题 ， 
例 1 求 324673 被 9 除 后 的 余数 ， 
324678=3 7 十 6 十 4 十 243=7 (mod 9)， 
例 2 求 52732 级 8 除 后 的 余数 ， 
52732 王 22.7 十 2.3 十 2 三 4 (mod 8), 
例 3 求 7423415 被 11 除 后 的 余数 ， 
»* 95 。 


用 下 面 几 种 方法 来 求 : 


(1) .7423415=5—]1+ 十 4 一 8+-2—4-+4-7=10 (nod 11); a 
2) 7428415=1543444247=10 (mod 11); : 
(8) 7428415=415-423-7=10 (mod DD oe 
“人 例 % 求 345750218 被 7 除 后 的 余数 ， z 
345750213==213 -750+345= 一 192 (mod 7 一 


当然 直接 求 一 192 被 7 除 后 的 非 负 最 小 剩余 也 古 不 困 准 的 ， 不 过 
可 以 这 样 做 : oe 


因为 192==2+8.9+8:=3 (mod 7), : ; 
于 是 —192=—83=4 (mod 7). : : 
所 以 ”345750213=4 (mod 7). : 
例 5 求 85673 被 47 除 后 的 余数 。 一 
因为 10:=6 (mod 47), 所 以 - | 
85673 三 73 十 6.56 十 62.8 王 697 (mod 47)., | 
双 697=97+6.6=138 (mod 47), / 
而 133=33+6=39 (mod 47)， ~ 
因此 -856783=89 (mod 47) 加 
例 6 求 292000 稚 97 除 后 的 余数 . : 
、 因为 10:=8 (mod. 97), 所 以 
292000=0+8-20+8.29=8321 (nod 97);: 
而 321=21-+8.3=30 (mod 97). | 
”因此 .292000=30Ymod 97)， 
- 例 7 求 981758 家 101 除 后 的 余数 . 一 一 


因为 10:= 一 1 (mod 101), 所 以 
981758= 58 一 17 二 98=38 (mod 101), 
例 8 求 14995121 被 499 除 后 的 余数 . 
因为 10:=2 (niod 499)、 故 
14998121 = 121+2.995+2*.14=2167 (mod 499)。 ~ 


而 2167=167 十 2.2=171 (mod 499), 

因此 ”14995121=171 (mod 499). 

例 9 求 3360274 被 167 除 后 的 余数 ， 

，- 因为 1 全 二 一 2 (mod 137)， 赦 

3360274 = 274--2.360 十 2:.8=67 ‘mod 167), 


- 例 10 求 51860437 降 503 除 后 的 余数 . 
| 因为 10*= 一 6 (mod 503), 所 以 
- 51860427=427 一 6.860 二 6.51 
z 一 一 2897 (mod 508). 
-| 而 2897=897 一 6.2=882-(mod 508), 
于 是 一 2897= 一 382=121 (mod 508)， 


一 因此 ”51860427=121 (mod 508)， 
: 例 11 求 4039500 秆 1999 除 后 的 余数 ， 
7 因为 104=5 (mod 1999)， 岂 以 
4089500=9500 寺 5.408 
一 11515 (mod 1999). 
而 115165=1515+5=1520 (mod 1999). 
因此 4039500=1520 (mod 1999). 
通过 这 些 例子 ,我 们 已 初步 地 掌握 了 这 个 定理 的 应 用 .事实 上 , 当 
D 不 大 ,而 六 也 不 很 大 的 时 候 , 求 W 锥 刀 除 后 的 余数 问题 , 也 可 依照 
上 节 2 中 最 后 的 一 个 例题 所 示 的 内 容 来 解决 . 


$4 赤 九 验算 法 


。 了 如 果 + b= 人 06, 设 a==7 《mod 9 )， b=7, (mod 9 )， 
0d 9)， 那 来 入 = (mod 9). 
证 明 ”因为 a=7, (inod 9), b=7, (mod 9)， 
所 以 a+b=r,+7, 《mod 9) . 
又 = (mod 9)， 而 4 十 ?=c, 因此 得 


sO. 


十 和 二 人 (mod 9 
对 于 上 面 的 和 六、 ， 如 果 取 的 是 非 负 最 小 剩余 , 那 末 
当 入 十 入 < 9 的 时 候 ， 和 十 和 一 入 
当 十 入 守 9 的 时 候 , 设 ”as 是 六 十 知 被 9 除 后 的 非 负 最 小 剩余 ， 
于 是 7, 一。 
例 加 法 3748 十 6239=9987， ”| 
容易 看 到 : 3748=3 十 7 十 4 十 8=4 (mod 9); 
6239 三 6 十 2 十 8 十 9 二 2 (mod 9); 
9987 王 9 十 9 十 8 十 7 天 6 (mod 9) ， 
很 明显 , 4、2、6 三 个 数 的 关系 是 : 4 十 2= 6. 
我 们 可 以 用 这 一 定理 来 检验 加 法 运算 是 否 正确. 把 定理 写成 另 一 
个 与 它 等 价 的 形式 : 
设 4=7, (mod 9)， br (mod 9), c==7。 (mod 9)， 如 果 者 十 7 


与 办 对 于 模 数 9 不 同 余 , 那 来 十 5 ec. 


“ 例 检 极 4568- 二 7891=118659 是 否 正确 . 
很 容易 看 到 : 4568=5 (mod 9); 
7391= 2 (mod 9); 
11859=6 (1mod 9). 


因为 5 十 2~=7, 而 与 6 对 于 模 数 9 不 同 余 ， 所 以 上 迹 的 加 法 运算 不 
“正确 ， 


显然 ,上 法定 理 可 推广 到 多 个 知 相 加 的 情形 、 
对 减法 运算 的 检验 ,直接 可 由 上 面 的 定理 推出 : 
如果 4 一 P=c; 设 a==7 (mod 9), b=7, (mod 9), c= (mod 
9), 那 来 7 十" 三 7 (mod 9). | 
例 检验 减法 运算 7391 一 此 68= 2823 是 否 正 确 . 
很 容易 看 到 : 7391=2 (mod 9); 
| 、 4568=5 (mod 9); 
2823=6 (mod 9). 
.98 * 


相 


i i 


村 
1 7 : 


显然 ， 6--5=2 Cmod 9)， 所 玉 


7391 一 4568 一 2823 是 正确 的 ， 
注 “在 定理 中 , 六 十 六 = 为 (mod 9) 仅 是 4 二 5 一 6 的 必要 条 体 , 而 
不 是 充分 条 件 . 也 就 是 膏 , 有 时 7 十 三 7 ‘mod 9) 昌 成 下 ,而 4 十 b=6 
却 不 一 定 戊 并 , 壁 如 : 4565S- 789 一 ] 1959. 
容易 看 淹 : 
4588=5 (mod 9), 7891=2 (nc0d 9). 11959=7 (mod 9)。 
显然 , 5 十 2 二 7 (mod 9). 
如 果 把 11959 器 瑟 作 11995, 这 样 当 然 . 
45681 十 73941 二 11995， 
但 同 尔 式 11995 志 7 (ni0d 9) 还 是 成 杰 ， 
这 恕 是 静 , 用 定理 所 示 的 方法 来 检 枝 训 去 或 法 法 运 红 的 正确 性 ， 有 


“时 会 类 效 的 ， 然而 一 般 说 来 ,类 效 的 机 会 完 荔 是 少 的 ,所 以 定理 还 是 有 


宅 的 存在 价值 . 
2， 如 果 a0=6, 设 4 二 nm) (mod 9), ba7, (m0d 9), c=7, (mod 

9), 那 求 7.7 兰 7， (mod 9). 
证 明 因为 ce (mod 9), b=7, ‘in0d 9)， 


所 以 adr, 7 (mod 9), 
”有 双 C7 (mod 9), HH w= 6, 
”因此 TTT (IN0d 9)., 


如 果 取 的 六、 思 、 n 是 小 于 9 的 莫 负 疫 故 ‘ 即 久 ,和 %、%% 是 非 负 的 
最 小 剩余 ), 那 来 

当 和 入 <9 的 时 候 ，m7s 一 入 

. 当 六 :9 的 时 候 , 设 w。 是 六 六 截 9 除 后 的 非 负 基 小 惠 余 ,于 
是 93 一 入 ， . 

例 3748.6236 一 23372528。 


# 


容易 看 到 : 、 37dR8=4 (mod 9))’ 
外 62306=8 (mvd 9); 
、 , 
人 


人 


一 和 


23372528=5 (mod 9), 


很 明显 ,4、 8、5 三 个 数 的 关系 是 : 4.8=5 (mod 9). 
显然 ,上 述 定 理 可 推广 到 多 个 数 相 乘 的 情形 
例 64:14*25= 22400. : 
因为 64=1 (mod9),， 14=5 (mod 9), 
25=7 (i100d 9), 22400=8 (mod 9), 
”显然 , 1、5、7、8 四 个 数 之 间 的 关系 是 : 1'5.7=8 (mod 9)， : 
我 们 不 用 上 面 定理 的 等 价 形式 ,可 以 检 台 乘 法 运算 的 正确 与 否 : 


设 “反思 (mod 9), 5 二 7 {mod 9), ce7, 《mod 9), 如 果 7.*%% 专 7 


(mod 9), 那 沐 csc， 
“ 例 检验 :4568.7391=30746529 正确 与 否 ， 
因为 4568=s5 (mod 9)，7891=a2 (mod 9), 而 
30746529= 0 (mod 9). 


显然 2.5 一 10， 而 10 与 0 对 于 模 数 9 不 同 余 ， 以上 而 的 要 


算 不 正确 ， . 
法 ==?。 《mod 9) 仅 是 45=6 的 必要 条 件 . 也 就 是 租 ， 用 定 


- 理 所 示 的 方法 来 检验 乘法 运算 的 正确 与 否 ， 有 时 会 失效 的 。 虽 有 这 个 


鲜 陷 ,但 因为 失效 的 机 会 守 蔓 是 很 少 的 ,所 以 这 一 定理 还 是 有 它 的 存在 


价值 ， 


关于 能 整除 的 除法 运算 的 检验 法 ,可 由 上 面 的 定理 导出 : 
设 < : D， 而 4 一 0 一 0,， 着 坝 ， 王 六 (mod 9), b=, (mod 9), c=7, 


(mod 9), 那 来 777 (mod 9)， 


例 4550 二 14=8925， : 
”很 容易 看 到 : 4550=5 (mod 9), 14=5 (mod 9)， 
.， 坝 325=1 (mod 9),， 时 然 , 5.1=5 (mod 9 ) ， 
例 - 我 们 可 以 发 现下 面 的 除法 运算 是 不 正 确 的 : 4567 一 23 一 195， 
这 是 因为 - 4667 = 4 (mod 9)， 
23= 6 (mod 9)， 
» 100.。 


~ 


Pe 


. ‘195=6 (mod 9)， 
而 ”5.6 二 4 COmod 9)， 
中 外 .由 上 面 的 定理 也 可 推 得 对 乘 方 运 全 的 检 输 : 
如 了 a” 一 0， 设 - 4 全、 (mod 9), b=7, (mod 9), 那 来 ， 六 ”和 


(mod 9),， 


了 3 三 


例 18 =28561 正确 与 否 ? 

我 出 流下 而 的 运 朱 | 是 正确 的 @ .这 是 因为 28561 王 4 (mod 9)， 而 

4 (mod 9), 所 BL 和 二 全 二 1 人 nod 9). 因此 134= 28561 

例 7=98117 正确 与 否 ， 

国 为 天 本 4 (mod 9), 于 是 7 和 二 和 7 (mod 9), 所 以 
T5194(1n0d 9), 

另 一 方面 ， 98117=8 (mod 9)， 

办 此 可 以 诗 ， 7 x 98117., 


让 以 看 出 ,如 果 w 一 98 (是 是 整数 ), 检 验 起 来 最 为 方便 ， 


中 


， 如 果 A=BQ+R (0<R<B), 
又 设 4=A m0d9), : (TD 
B=7, (mod 9)， : (2) 
Q=7, (mod 9), (3) 
Rar, (mod 9),- (9 
闭 来 1 4 十 二 (mod 9)， 


证 明 中 (2)、 (3 人知 : BQO=77 (mod 9) .而 R=7, (mod 9), 所 以 
BQ+T R=7Nn, 7 (mod 9), 

mi 二 六 (Dili0d -9>， 央 此 得 : 
1293 十 六 et 9)， 

例 计算 389 除 以 13, 得 389 二 13:26-+-1， 

因 洲 339 =6 (imod 9 9)， 13 二 4 (mo 9), 


Ld 


局， 显然 ! 这样 断定 ， 也 是 多 严格 的 。 因 为 (ai 9) 也 仅 是 az- 的 必要 


条 件 ， 


LO01。， 


26=8 (mod 9), 1=1 (mod 9), 


显然 ， 4.8+1=6 (mod 9)， 
例 检验 45698=234'298-46 正确 与 再 ， 


因为 45698==5 (mod 9) 
234 三 0 (mod 9)， 
298=1 (mod 9), 
46=1 (mod 9), 
而 0.1- 1=5 +mod 0. 
所 以 45698234.298 十 46， 
注 这 里 为 mn 十 放 王 页 (inod 9) 也 仅 是 4 一 BQ 十 有 章 必 要 条 件 . 
这 一 节 中 ,各 条 定理 都 是 以 9 为 模 数 的 ,我 们 不 难 发 现在 王 明 过 程 
中 根本 没有 用 到 “9” 的 特殊 性 质 , 这 就 表示 这 些 定理 是 可 以 用 任意 正 束 
数 为 模 数 的 ,至 于 所 以 要 用 9 作为 模 数 ,一 方面 因为 计算 某 数 鹤 9 除 后 
所 得 的 余数 比较 方便 ; 另 一 方面 ， 对 保证 检验 的 可 舍 性 上 起 了 一 些 作 
用 .这 是 因为 计算 某 数 被 9 除 后 的 余数 要 牵涉 到 这 个 数 的 每 一 位 数字 . 
《例如 采用 2.10 作为 模 数 , 求 余数 时 就 只 与 某 数 的 来 一 位 数码 有 关 , 也 
就 是 说 ,只 要 来 位 数字 相同 的 数 ,它们 被 2 或 10 除 后 余数 总 是 相等 的 ; ) 
如 果 用 11 作为 模 数 也 符合 上 述 的 条 件 ， 当然 我 们 也 可 以 把 上 面 那 
” 些 定理 中 的 模 数 换 成 11 (况且 有 时 的 确 会 党 得 方便 )， 
| 例 检验 4568.7391 一 30746529 正确 与 否 . 
“因为 4568=8 一 6 十 5 一 4 一 3 (mod 11), 
| 7391=1—9+8-7 寺 10 (mod 11), | 
30746529=9—24+5—6+4—74+0-3=0 (mod 11), 
事实 上 ，3.10 夺 0 Qnod 11), 所 以 这 个 乘法 运算 不 正确， 


35 剩余 类 。 完 全 剩余 组 


定义 - 对 于 模 数 m 同 余 的 一 切 数 的 集训 ,就 听 做 以 立 为 模 数 的 科 
余 类 ， 
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例 “如 下 的 数 的 偶合 ,就 是 一 个 以 了 为 模 数 的 剩余 类 : 


i i ，7( 一 89) 十 8，7( 一 2) 十 3，7( 一 1 二 8，7.0 十 8，7.T 十 3， 
7.2. 3，7.3 十 8，……， 

= 地 就 是 一 18， 一 11， 一 4 3，10，17，24， 

定理 ”对 于 模 数 思 ,存在 而 内 只 存在 雇 个 相 异 的 剩余 类 . 
—- 证 明 ”因为 一 切 整数 被 多 除 后 的 非 色 最 小 剩余 不 外 是 : 0、1、2、， 
8 一 1 这 名 个 数 ， 折 以 存在 w 个 相 蜡 的 剩余 类 ,每 一 个 剩余 
~ -类 中 一 切 数 的 一 般 形式 可 表示 如 下 : 

mt+i+0; 

- mt+1; 

4 | mt+(m—1) 

z z (ft 一 0、 士 |、 士 2、, ) . 
i 和 如 果 还 存在 一 剩余 类 ， 设 其 中 一 切 数 的 一 般 形式 是 mt 二 4， 我 们 
z 有 理由 设 £=mg 十 7 (0<7<m), 于 是 mt 二 kh=m 人 ti 十 q) 十 7 
“因为 0<r<m, 而 i+4 仍 然 是 整数 ,所 以 该 剩余 类 无 非 是 指出 的 
个 中 的 一 个 ， : - 
定理 一 个 模 站 的 剩余 类 里 的 一 切 数 、 它 们 与 "的 最 大 公 航 数 


都 相等 ， 
证 明 ” 设 4、5 是 以 m 为 模 的 剩余 类 里 的 和 任 bE: 两 数 ， 就 是 
一 ga=0 (mod m), 我 们 要 是 明 : 
四 (lal, m)=(|0|, m). 
一 设 4=mgqi 十 入 (0 mm), b= mq, 7 (0<%<<m), 于 是 : 
和 Coel, m=Cm, 7), (6!, m)= (Cm, 7), 


由 所 设 知 入 =%。, 因此 得 (|a|, mm)=C5|,，m 


i 下 面 言 脸 洗 全 剩余 组 问题 . 
定义 “在 六 个 以 中 为 模 的 相 弄 的 剩余 类 中 ,各 取 一 个 数 ,这 样 得 到 
-的 m 个 数 ,叫做 以 mm 为 模 数 的 一 个 完全 剩余 租 , 例如 ，0、1、2、……、 


一 1 这 以 个 数 ,就 是 模 m 的 完 双 剩余 租 .通常 把 上 面 的 这 个 数 粗 ,时 


做 模 m 的 非 负 最 小 剩余 组. 又 如 ,， 0、 一、 一 2、…、 一 《mMm 一 了 证 个 


数 租 ,也 是 模 mw 的 完全 剩余 组 ,通常 把 上 面 的 数组 叫做 模 mr 的 最 小 负 
剩余 组 (就 是 说 ,绝对 值 是 非 鱼 最 小 的 剩余 租 )， 
例 当 m 是 奇数 的 时 候 ， 下 面 的 m 人 1 个 数 构成 了 模 和 的 完全 剩余 


组: 
0、 圭 1、 十 2、.……, 十 一 
当 % 是 倘 数 的 时 候 , 下 面 的 芭 个 数 爸 成 了 模 m 的 完全 剩余 组 : 
， 一 豆 1 一 全 a 、 一 了 、0、 工 vv， 、 亚 ; 
或 一 他 、 a -1 0 1 ee . 2 人 二 


所 上 所 得 到 的 模 的 完全 和 人 组 ,也 对 俩 相对 最 小 利 人 组 (也 名 
腕 , 契 驹 值 最 小 的 剩余 租 )， 


根据 定义 间接 可 以 推 知 : 有 也 个 数 ,如 果 其 中 任意 两 个 对 于 模 见 都 


. 不 同 余 , 那 来 这 m 个 数 构成 模 m% 的 完全 剩余 租 、 


” 究 实 上 ， 这 m 个 数 恰好 是 分 别 属 于 以 m 为 模 数 的 mn 个 相 异 的 剩余 


类 内 ， 
“定理 设 4 是 非 雳 整数 ，5 是 任意 整数 ,日 (jcl, m) 一 1, 如果 
洗 过 模 mm 的 完全 剩余 组 内 的 一 切 数 , 那 末 形 如 ot 十 4 的 数 必 构成 一 个 


以 m 为 模 数 的 完全 剩余 租 . 


证 明 设 太 如 为 模 mm 的 完全 剩余 租 内 的 任意 两 数 (当然 它们 对 
于 模 m% 是 不 同 余 的 ). 


“现在 要 省 明 ati 二 0 与 ats 十 b 对 于 模 m 不 同 剑 (如 果 话 明了 这 点 ， 


也 就 是 说 : 形 如 at 十 b 的 m 个 数 对 于 术 m, 没有 两 个 是 同 余 的 ,这 就 是 
实 了 定理 是 成 并 的 )， 
假定 at, 二 b=at,+b (mod m), 根据 go 1 的 推 验 可 得 : 
ati a at, (Mod m), 
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因为 (ja|,m), 所 以 根据 89 4 可 得 : 

t,=t, (mod m), | 

显然 , 这 与 所 届 刀 、 对 模 m% 是 不 同 余 的 这 一 点 相 违 背 ， 既 然 这 “ 

样 ,也 就 证 明了 定理 成 立 . 
特别 的 , 当 5=0 的 时 候 , 定理 变 成 如 下 的 形式 :如 果 (|a | m)= =1, 

且 # 通过 模 mr 的 完全 剩余 粗 内 的 一 切 数 ， 形 如 of 的 名 个 数 构成 一 个 


” 模 记 的 完全 剩余 租 。 


例 1 如 果 是 一 个 整数 ， 那 末 大 4 十 工大 二 2、 、 有 十 入 一 工 
等 数 构 成 了 模 闷 的 完全 剩余 组 ， 8 
上 面 的 断言 , 虽 可 直接 根据 定义 来 闽 明 , 事实 上 ， 尼 可 白 上 上面 的 生 
理 息 捷 推 得 : 


只 要 取 4 二 1, 5=8， 而 + 通过 0、 1 2 、m—1. 
“于 是 验 : 志和 宗 的 内 个 整 获 , 必 构成 模 岂 的 完全 币 余 各 
例 2 如 果 (|a|,m) 一 1, 那 末 0、o、2c、……、( 和 um 一 1) ec 构成 
” 模 % 的 完 妈 剩余 租 . - 
上 面 的 断言 ,可 由 定理 直接 推 得 : 
只 要 取 0= 0, 而 1 通 过 0、1、2、……、m 一 1 


例 3 设 (|a|,m) 一 1 5 是 任 一 整数 ， 又 琶 oz 十 ?= 和 (mod m) 
《0<%%<m), 那 末 , 当 2 通过 模 略 的 完全 剩余 狙 六 的 一 切 数 的 时 候 ， 


玉生 -二 


证 明 ”因为 凡是 ar 十 8 对 于 模 om 的 非 负 最 小 剩余 ， 而 当 w 通 过 


模 mm 的 完全 剩余 租 内 的 一 切 数 的 时 候 ，az 十 5 也 通过 了 模 mm 的 完全 、 
剩 企 租 内 的 一 切 数 .所 以 当 通过 模 m 的 完全 剩余 租 内 的 一 切 数 的 时 i 


饼 ， + 通过 了 0， i, 2、 Were 7 一 一 工 
于 是 
Ds - 0 1 ss 1- m—1 
nL 也 ?7 nv 


% 1085 。 


一 了 工 -2 十 ae 十 《1m 一 | 
/人 - 
] 
一 一 (Mt 一 】 
2 ( ) 
例 名 谤 MMi、 Ps、 机 ™ 1 号 全 上 下 怠 数 ， 、T2、 洲 才 把 折光 % Vx 分 别 独 
和 地 通过 横 Df Tg、 、T2tx 交 持 全 和 | 相册 的 一 切 数 , 那 末 
,十 MT DN 下 tes 一 1 "i (1) 


构成 了 模 apt ax 的 完全 剩余 租 ， 
证 明 ”我们 应 训 证 明 以 下 两 点 ， 


二 (雪琴 示 WM Nm 个 数 ， 
2， 形 如 是) 的 任意 两 个 数 ,对 于 横 ma 都 不 同 祭 ， 


.关于 1 的 成 立 很 明显 : 
因为 在 (I) 中。 wi 代 天 着 mi 个 不 同 的 数 ; 
vz 代表 着 ms 个 不 同 的 数 ; 


次 代表 着 mi 个 不 同 的 数 . 
要 莉 明 2, 也 只 饥 谢 朋 : 


当 = 二 太 ， 的 时 候 ，(1) 的 值 与 当 zi 一 wa， 
三 gs， 的 时 候 ,(1) 的 值 对 于 模 吉 w2… mi 不 同 余 。 
( 沈 里 0<P<m, 0<49<mi, 且 在 Ps 9 Pos 03) 0'''; Pe、 qx 
中 至 少 有 一 对 不 相等 .) : 
假定 Di 十 WPDs 十 TDsPps 十 一 二 mim DD, 
二 qi 十 miqz 十 Mimaqs 十 ， so 十 mm mq (mod | 
Mma ms) | : 


那 示 ”人 一 q1 宇 miQ: 《mod mma*…7…mp).( 这 里 Qi 是 整数 ) 
”因为 同 余 式 的 右边 与 模 都 能 帘 mw: 整除 ,所 以 Pp 一 91 :mm 
又 EPLMma) 0<gi 达 ms, 所 以 Di 一 di 

这 样 就 有 同 余 式 : 


a 106 。 


Li 


rr 


.名 WIE np 


< 


,t 


1 


四 


L 


4 


的 数 构成 模 全 的 完全 剩余 租 . 


mipsd Mm pst + mima MD 
=Miqs TT NM2qs TT MAN Mu 1dk (Cnod MM mr), 
. 于 是 得 WC Po — G2) = 人 mm (mod mMg ng) (这 里 Q， 是 
整数 ) - 所 - 
刀 束 是 ps— qs = MQ (mod mens ee Mg) 


因为 同 余 式 的 右边 及 模 邦 能 被 ms 整除 ,所 以 Pp 一 qs :ma， 
YY OpAm, OEq<m, FH p= 4. 


依次 类 推 ,最 后 得 
mig MD No Md (mod 272 mx) 
因而 p= 09s (mod my). 
”因为 0<ph<me，0<gs<mi, 所 以 P= 
 、 上 面 的 灶 果 ,就 与 “Pi 、95 Pp、92; …… ; Ps、quj 至 少 有 一 对 不 
相等 "这 一 前 提 矛 后 . 
“于 是 ; 就 永明 了 形 如 (1) 的 mams……mx 个 数 ， 确 是 构成 了 模 
mn.……ms 的 完全 剩余 组 
特别 的 , 当 二 T=…… = mi 的 时 候 , 定理 变 成 如 下 的 形式 : 
如 果 za、za、……、zx 独立 地 通过 模 多 的 完 双 剩余 粗 ， 那 末 形 如 
全 十 WVo 十 十 W wi 的 数 ,构成 了 模 m* 的 完全 剩余 组 . 


下 面 我 们 考察 一 个 具体 例子 : 如 果 x1、%s 独立 地 通过 模 4 的 完全 
剩余 棚 , 那 末 根据 上 济 的 结果 可 知 , 形 如 
2 十 4 (1) 


” 取 模 4 的 完 允 剩 余 租 是 : 0、1、2、 8， 
当 vw; 一 0, ws 通过 0、1、2、3 的 时 候 ,(1) 旺 现 出 : 
: 0、4、 8、 12; . 
当 x 一 1 ws 通过 0、1、2、8 的 时 候 ，(1) 旦 现 出 : 
1、5、9、 18; 
当 2 一 2，2s 通过 0、1、2、3 的 时 候 ，(1) 呈 更 出 : 
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2、6、 10、 14; 
当 v4 一 3, ws 通过 0、1、2、3 的 时 候 ，(1) 玩 现 出 : 
3、 7、`11、 18. 
我 们 观察 所 得 的 16 个 数 ， 发 现 它 们 正好 构成 了 模 16 的 完全 剩余 


例 5 设 wo、 ms、……、m: 是 两 两 互 盾 的 数 ,又 设 W2702……… 04 
=m 一 Tv 一、 如果 、Wo、 、0 分 别 独立 
地 通过 模 ma 、ms、……、2ix 的 完全 剩余 租 , 那 末 形 如 
Miva Mpat ee Mh (0) 
的 数 ,构成 模 mamia……oax 的 完全 剩余 租 ， 四 
证明 ” 形 如 (1) 的 数 共 有 ma……x 个 是 不 需要 再 证明 的 。 我 
个 只 要 阔 明 : 任意 两 个 形 如 (1) 的 数 , 对 于 模 mama……mx 都 不 同 余 . 
假定 MMip, 十 Mpz 二，…… + Mp; 
= Mgit+ Maqs+ ‘a + Miqs (mod mm Mm), (2) 
《这 里 0<PB<m，0<g <mi, 有 8D qs; Py a) ee ; Ps 
中 至 少 有 一 对 不 相等 .)》 
于 是 得 
Mp -9 MA — pe) t+ Mi gi — PMOd mita my), 
往 壮 一 下 4、 、…… 、 杂 等 数 的 总 义 ， 就 可 知道 : 除 Mi 外， 
她、 Ms 、4 各 数 都 能 被 mi 整除 . 


这 就 说 明 了 这 个 同 余 式 的 右边 及 模 都 能 入 na ,, 整除， 所 以 
(一 q1) : m1, 


4 


因为 Mi= mm 2 当然 (M,, It ) = 一 工 ， 所 以 2 一 gu MW . 


肥 0 和 记 <ma，0 和 <mai， 因此 p=q. 
这 样 ,(2) 就 变 成 : : 
Mpst et Mops = Magst ee + Mags (0d mymareeee mp) 
同 理 可 二 ， ps = qa. 
”依次 类 推 ,可 得 。 ps 一 ge) ……'》 p= gx。 
si08。 | 


re 
了 - 


Be 


这 就 与 “在 bp， gs Ps, Ya) re ; pr, 中 至 少 有 一 对 不 相等 "的 
假设 子 质 了 : | : 

于 是 就 证 实 了 ,有 形 如 (1) 的 mims…*…mz 个 数 确 租 成 了 模 扩 Tp 
my PA]: 完 从 剩余 组， 。 


诸 者 可 蛤 壮 : 设 m 一 4 ms =5, 当 XW1、 Ty 分 别 独立 地 通 ; 过 模 4、 5 


的 完全 剩余 租 时 , 形 如 Bz + 47, 的 数 ,构成 模 4:5 的 完 爹 剩余 租 ， 


$6 欧 拉 了 艾 数 
定义 托 呈 六) 表 庆 下 大 于 下 灿 才 ,而 与 百 夺 的 数 的 个 下 


BC) 中 做 欧 拉 画 数 ， 
例如 ,在 不 大 于 12 的 数 中 ,与 12 互 质 的 数 育 1、5、7、 11 四 个 , 因 

此 (12)=4. / + 
又 如 ,在 不 大 于 11 的 数 中 ,与 11 互 质 的 数 有 了 2、……、10 十 个 ， 


”因此 $9(11)==10. 


很 明显 ,如 果 六 是 质数 ， $CN) = N—1. 

如 果 六 是 合 数 , 要 求 (入 ), 应 先 解决 下 面 几 条 定理 ， 
定理 1 如 果 Ca, 5)=], 那 来 $C(ab)=$Ca):$(0)， 
丁 明 p(a23) 就 是 天 示 不 大 于 ab, 而 与 a 互 质 的 数 的 个 数 . 但 是 


与 00 互 质 的 数 ， 一 定 饶 与 c 互 质 ， 双 与 5 互 盾 . 反 过 来 , 也 成 立 (类 


网 第 一 意 82 性 质 11 的 推荐 2). 于 是 , Ca?) 是 在 不 大 于 ob 的 一 切 数 
中 ， 饶 与 4 互 质 , 双 与 5 互 盾 的 数 的 个 数 ， 
我 个 把 工 到 wb 之 闻 揭 数 ， 按照 a 列 4 行 排列 : 


1 2 3  .,..， wg 
ga 十 ] & 十 2 十 号 证 他 十 他 
20 十 二 20 十 2 2c -3 so 2x 十 性 


(一 25c 二 1 Cn (BatB i Vdate. 
(ob—l)atl (bl)at2 (5 一 [ge 二 3 .oo (5 一 Ta 二 ae 
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我 们 考察 其 中 任意 一 列 : 
hk, athk, 2a+h, er.. ,60~—2)0+Ek, (0—1)at+k, (I<r<a) 
在 这 列 数 中 , 每 一 个 数 都 与 4 互 质 或 不 互 质 是 决定 于 上 这 个 数 与 
4 互 质 还 是 不 互 质 | 如 果 (X，4) 二 必 . 那 末 
(at+k, =(F, a)=ad; 
(2 十 上， 2)=(%, &)=d; 


(5—1)a+h, 4)=(h, a)=d], 
然而 已 经 知道 , I 、2、……、4 这 些 数 中 与 4 互 顶 的 有 且 仅 有 $(a) 
个 .所 以 如 上 安排 的 a 列 数 中 ,有 及 仅 有 $(4) 列 数 与 4a 直 质 . 
再 来 研究 这 $(4) 列 与 4 互 质 的 数 中 ， 与 5 互 质 的 数 的 个 数 ， 我 
们 用 z 站 
加 6 &+b, 2a+#, ee ， (5 一 224 十 志 (2 (1) 
” 代 天 $4) 列 与 a 互 质 中 的 任意 一 列 ， 
~ 已 知 这 些 数 中 (a, 5) 一 1， 根据 85 的 定理 可 知 这 5 个 数 就 是 模 
的 完 僵 剩 余 租 ， 


一 租 数 : 


“因此 要 计算 (1) 中 有 几 个 数 与 5 五 质 ， 就 只 要 去 计算 (2) 中 有 几 个 
数 与 5 互 质 [ 对 于 正 整 数 4、8, 如 果 4= BQ 二 (0<<B), 那 末 要 
观察 B 与 4 是 否 互 质 ， 只 志 疯 察 忆 与 及 是 否 互 项 这 是 因为 (4，B) 
-=-(B, R)]. 
于 是 (1) 中 与 3 互 质 的 数 育 且 仅 有 $8(3) 个 、 
既然 在 Ca) 列 数 中 ,每 一 列 与 5 互 质 的 数 育 且 仅 有 由 CD) 个 ， 因 此 
由 a) 烈 中 与 5 百 质 的 数 痛 且 仅 有 由 o 和 妃 由 (人 个 .当然 这 je) .65) 个 
数 也 就 是 不 大 于 a5, 且 与 4 互 质 又 与 3 互 质 的 数 子 . 
所 以 pad) = a) 的 (8) 。 
“TILIO。 


我 们 用 b 去 除 (1) 中 的 数 ,把 得 到 的 余数 整理 一 下 ， 就 成 为 下 面 的 


O、 1 2 .0 、b 一 1, (2) 


上 面 的 定理 容易 推广 如 下 : 

如 时 as，……，an 各 数 中 两 两 互 质 ， 那 末 
bad wo = $b a $las) ee par), 

定理 2 设 入 =a”, 这 里 < 是 质数 ， 那 末 


gmD=o 人 (一 一 )， 


证 明 ”首先 研究 ， 
T 2, 38, ee , a?—], a? : (DD . 

这 oz 个 数 中 ， 有 几 个 数 与 2? 不 互 质 . 

显然 ,与 4 不 互 质 的 数 一 定 与 a 也 不 互 质 ; 反 过 来 ， 与 ?不 互 大 
的 也 一 定 与 4 不 互 质 [如 果 与 wz 不 互 质 的 数 与 w 互 质 , 就 是 (hb, 4) 
=1, 那 末 由 互 质数 的 性 质 知 ($,， a") 一 T， 这 就 有 了 了 矛盾]。 

.于 是 ,要 计算 人 1 中 有 几 个 数 与 a? 不 互 质 , 就 只 器 计算 这 些 数 中 有 
几 个 数 与 < 不 互 质 . 

很 清楚 的 可 以 看 到 ， 在 (1) 中 有 且 仅 有 下 列 一 些 数 与 4 不 互 质 ( 注 


”证 4 是 质数 ): 


4, 2a4, B34, ee (gl1)a, (o'r)o. 


就 是 褒 ， 在 (1) 中 有 且 仅 有 oz- 个 数 与 4 不 互 磊 , 也 就 是 有 且 仅 有 


个 数 与 &* 不 互 质 。 
不 大 于 o 的 数 共有 aw’ 个 ,其 中 有 4 个 与 它 不 互 荐 ,当然 剩 下 的 
az 一 at 一 个 就 与 它 互 盾 了 ， | 


因此 0) = (1 二). 
例 (65)=5—5:=65:.4=2500, | 
定理 3 和 如果 N=agaage……pagn，( 这 里 Qi 4 …， 0 是 相 异 一 
质数 ) 那 来 
四 | 
so0- (车 
lll« 


根据 万 质数 的 性 质 ， 可 推 知 : ns，ogo，……，og" 是 两 两 


古 昭 
互 盾 的 (因为 1、4;、……、4, 显然 是 两 两 互 质 的 于 是 由 定理 1、2， 
得 : : z 


BOY ) = hainys.,. 人 . 


= ba) hg) hn") 


一 :人 一 小 Xo 人 
1 \ 位 1 机 \ dy / Wn 
A 1 AN 7 1 , ( -1 ) 
N02 on 站 二 -i nt 1 et 间 1 —.. 
— (aY Co 0 中 ) ( ws ) \ Cs 0Q 


-YX 人 (于 )， :人 一 一) 0 


这 个 求 得 的 公式 呀 做 高 斯 公式 ， 


全 1 


如 果 A 二 600, 求 PCN). 


因为 600=2.8.5?， 所 以 


S000f0 LMM 工 
$CN) =000{1 >)(I = ) 


b 
_ 600.1.2.4 
2.3.5 
-= 160., 


例 2 如 果 =66150, 求 $CN). 
:因为 66150 一 2,83,52,7?, 


所 以 PN) 2 (1 3 ) 1 )( 1 1)(-1) 


定 课 1 
xz 1123 


7 
3 .5776 
2.3.5.7 


=15120， 


现在 , 求 由 (CN 的 天 题 解决 了 . 下 耐 儿 个 定理 指出 了 欧 拉 夯 数 的 -- 
些 性 质 . 四 


如 果 YY>2, 那 末 $CN) 一 定 是 偶数 ， 


~ 


三明 如 果 六 是 质数 ， 那 来 %(N) 一 六 一 .而 所 有 大 于 2 的 质数 
定 是 奇数 ,所 以 六 -- 工 是 偶数 ,也 就 是 营 , 当 六 取 盾 数 时 ,论断 成 立 ， 
如 时 六 是 合 数 , 我 们 届 


及 一 CS1Q&2 CU (Ri gy ，a, 尘 相 开 的 质数 )， 
> 
观 窒 Boney, hd, 9 
因为 (ag 一 0 一 4 二 a1(4 一 1)、 已 知 ai 是 质数 ， 如果 
qi 一 2 Wo 多) 就 显然 是 si | , 


加! 有 qr>2, 当然 0, 一 - 定 是 奇数 ,所 以 4 一 1 旺 在 仿 数 ， 也 就 是 蒜 ， 


gog 是 偶数 ， 


这 就 证 明了 $CN) 实在 是 n 个 偶数 的 乘积 ， $C) 一 定 是 偶 
数 . : 
定理 2 不 大 于 入 ,县 与 NW 互 质 的 一 切 数 ,它们 的 和 是 二 N* $CN). 


证 明 如 果 信 =2, $CN)=$8(2)=~=1， 那 末 吉 入， PCN)— 2.1 


.1, ”一 方面 不 大 于 2 且 与 2 互 质 的 数 它 们 的 和 也 确 是 十 ， 因此 当 
”N=2 的 时 候 ,定理 成 立 . 


下 面 对 于 六 >2 的 一 般 情 形 加 以 证 明 . 
先 注意 这 样 的 稍 形 : : 
如 果 数 v<N, 且 (N, z)=1, 当然 可 以 得 到 (入 一 zx, NW) =1 ( 显 
然 ，N 一 yz 之 入),， : 
将 不 大 于 W, 且 与 入 互 质 的 $CN) 个 数 , 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 。 
如 果 前 二 $C)@ 个 数 ,我 们 用 


二 > Hs, US“ Pr ek 这里， b= Sh(N)] 
表示 ， 闭 末 后 六 由 CN) 个 数 ,一 定 顺 灰 是 : 


@ “>2 时 ，9(N) 必 是 仿 数 , 故 汪 四 (W) 为 整数 . 
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入 一 太太 一 Pi , N—us, MN—us, N—l., 
设 不 大 于 人 ， 且 与 入 互 互 硕 的 一 基数 的 总 和 是 D， 避 末 
S = 了 十 J 十 js 十 十 He 
十 (六 一 pi 十 交 和 十 (CN 一 pa) 十 (CN 一 切 ， 
在 这 由 CN) 个 数 的 和 中 ， 与 首 昆 等 距 的 两 个 数 的 和 都 是 NA， 于 是 得 到 : 


S= NT 二 ,…… 十 六 [项 数 是 二 CN)] 
=N. S$ N) -TN pON)., 


例 1 求 不 大 于 600， 有 与 600 互 质 的 一 切 数 的 和 ， 
S- 亏 .600.4(600)， 而 $(600)=160， 
| 所 以 D = 300. T60 =48000, 
例 2 求 不 大 于 4" (4 是 质数 ), 且 与 4" 互 质 的 一 切 数 的 和 . 
. SA" A) 一 汪 (4 一 4 
-对 于 欧 拉 夯 数 ,最 后 给 出 如 下 的 定理 ， 


首先 规定 下 面 记号 的 意义 : 
记号 于， 者 示 对 六 的 构 数 4 展开 的 和 式 ， 


各 如, Y- 8 那 末 
ER EAD TAD HA +t). | 
定理 “如果 太一 人 2882 及 "，( 思 、 且 、…… 了 是 相 异 的 慎 
数 ) 那 林 =N. 
A 
证明” 先 看 一 个 特殊 情形 : 
如果 六 一 了 5 求 凸 : 忆 $(d) 一 pe 


因为 4 具有 形式 pf: (0< Bs<os)， 所 以 


®1]4* 


$d)= EE, hp) 
da\N 


NB 
= $Cp?) FP PDT POPE) 
=T+P D+ Pb) Te 
= pr. 


下 面 再 证明 一 般 情形 : 


因为 具有 形式 D88292 “par (QBSo, b=1, 2 N), 
所以 
2_ $d) = 2 (2papp2 1 phen), 
GT DPISc1 ; Obran 
”已 知 中 (Da1222。 pea ‘pen) = ht pi1). Pps2), 站 “中 (2 ， 所 以 ， 
Shad) = 全 pp Bo bp) $ ppE').D 
eh . OAR 0 OESBn=an 
因为 > bP?) = ph, 
~ 0Bi<ar . 
BE $CpE) = pe 
0B,=0s 


"ero. 


多 $Cpe") = pr", 


0<pBnan 


所 以 Db) = pripes. ee "pa"= NN, 


d\N 


例 如果 入 =12, 我 们 求 得 : 


@ 如 b= Da. Dbj. 


:十 CP) 


1<ish lj l=i<n 1 jn . 
的 攻 罗 | 右边 =(d1 十 ds 十 se 二 On)(bt+ ba + en + bn), 展开 后 的 和 和 式 中 ， 每 :一 项 都 有 
Manne 、n。 | 


形式 uibj), 这 里 人、 J 分 别 独 立地 通过 工 、 2、 2 及 工 、3、 


“ligv 


tA AOA CD 


d\N 
二 ] 十] 十 2 二 4-2--2 二 二 二 12， 


S87 与 模 瑟 质 的 剩余 组 


我 们 已 经 知道 对 于 模 公 衣 m 个 相 异 的 剩余 类 存在 . 
定义 ” 痊 这 妈 个 福 弄 的 乔 信 类 中 ,一 定 话 找 出 一 得 亲信 类 ,这 租 剩 


余 类 中 的 任 一 个 , 穹 里 面 的 折 有 数 , 按 攀 对 值 裔 都 与 忆 互 质 (由 引 的 定 


理 可 知 : 在 一 个 剩余 炎 内 所 有 的 数 中 ,只 要 发 现 有 一 个 数 与 mm 互 质 ,就 
济 示 这 璋 余 类 里 的 一 钻 数 都 与 六 于 盾 ) ,而 除了 这 组 以 外 的 长 它 任 意 一 


个 剩余 类 , 它 里 面 的 所 有 数 , 按 黎 对 值 说 都 与 % 孙 互 质 ， 从 这 样 的 一 租 ， 
剩余 类 里 ， 各 取出 一 个 数 来 ， 所 构成 的 一 租 数 叫做 与 模 %r 互 质 的 剩余 


租 . 
由 定义 可 知 ,与 模 mw 互 质 的 剩余 租 ， 就 是 由 模 n" 的 完 双 剩余 组 里 ， 
与 模 mw 互 盾 的 数 所 构成 的 ， 
例如 ，0、 工 、2、 、]2、 18 这 些 数 是 模 上 的 完 = 全 剩余 租 ; 


”而 1、8、5、9、11、18 .这些 数 就 是 与 模 [4 互 牛 的 剩余 组 ， 


容易 嘲 明 : 与 模 mm 互 质 的 剩余 粗 含有 且 仅 含有 由 (mm) 个 数 ， 

证 明 闹 输 攻 者 ， 

例 7 200) = BB) 

-200(1—4)(1-+)- 80， 

所 以 可 以 断 普 : 与 模 200 互 质 的 剩余 粗 所 含 的 数 有 且 仅 有 80 个 . 
”对 于 与 模 m 互 质 的 剩余 租 ， 也 具有 与 模 % 的 完全 剩余 租 相 类 似 的 
性 质 ， - 四 
定理 1 如 果 有 由 加) 个 整数 ,其 中 任意 两 个 ,对 于 模 必 都 不 同 合 ， 
- 且 每 个 数 都 与 % 互 质 ; 那 末 这 $Cm) 个 数 构成 一 个 与 模 m 互 质 的 剩余 
租 ， - 

es TI6。 


证明 ”我 们 知道 .在 模 加 的 % 个 相 腊 的 审 余 类 中 ,有 且 仅 有 (mm) 
个 番 乡 类 ,其 时 每 一 个 明和 摧 的 -一 切 数 都 与 如 下 质 。 甘 四 已 知 的 条 件 看 求 ， 
这 Wo) 个 整数 恰好 就 是 从 四 "个 到 外 类 中 人 也 一 妆 时 由 的 交合 .了 
是 中间 定义 可 知 : 渡 bm; 个 数 狐 碟 了 一 个 -与 模 必 互 质 的 利 余 组 
定 声 2 设 《4|, 2) 一 /这 过 可 放下 质 的 剩余 组 里 的 一 
切 数 的 时 候 , 形 如 at 的 数 , 一 定 构成 一 个 与 漠 mn 所 质 的 剩余 组 
让 鸳 惟 上 通过 与 模 六 互 质 的 剩余 租 里 的 be) 个 数 ， -就 是 对 应 
着 $m) 个 at 的 值 ,现在 我 们 只 需 证 明 : 所 得 到 的 $Cm) 个 at 的 秆 , 按 
税 对 值 识 都 与 m% 互 盾 , 是 对 于 总 都 星 不 同 余 的 ， 
小 各. ts 为 与 模 mm 互 时 的 剩余 租 里 的 任 辣 两 数 [ 当 然 (||，%) = 
1 (| 加) 一 二 且 厂 .各 对 于 站 不 同 余 )， 
. 于是 我 们 膏 ，|ati|、| ats| 也 一 定 与 妈 互 质 ， 和 且 对 于 名 也 不 同 祭 . 
如 果 ( at | ， 2 一 qd>1T 由 (cl =1 得 : (| ， mm ) 一 


这 就 与 (it|， m= 矛盾 . 所 以 (at | ， mm)=1., 


同 理 可 胜 (Jat, mm) =1. - 
同时 , 如果 ati==ats (mod 加 )，… (1a|, m) 一 1, 根据 $2 4 得 : 


和 和 (mod m). 这 又 与 “4 所 对 于 澡 不同 余 ” 的 假设 秆 盾 了 ， 所 以 


at,、dts 对 于 m 不 同 余 ， 

综合 上 述 ， 即 就 明了 : 当 t 通 过 了 与 模 mr 互 质 的 剩余 组 时 ， 形 如 
of [Cla|, m) 一 1] 的 数 构成 -- 个 与 模 wm 互 质 的 剩余 组 ， 

例 1 发 (lal, m)=1,， 又 设 at=7 Cnod m); (0<m<m) 那 末 
当 ? 通过 与 模 mm 互 质 的 剩余 粗 时 ， 


之 7 

证 明 因为 > 通过 与 模 流 互 厦 的 剩余 租 ， 也 就 是 就 ， 形 如 a 的 数 . 
构成 了 与 模 伙 五 质 的 利 余 契 . 

因为 心 是 ez 对 于 模 骏 的 非 负 最 小 剩余 ,所 以 当 w 通 过 了 与 模 0 
互 质 的 靖 祭 组 时 ， 六 通过 了 了、2、8、……、” 中 一 切 与 %w 互 质 的 数 


s 117 。 


[ 共 $(m) 个 1 
这 样 , 忆 7 就 表示 一 切 与 开 质 的 族 :的 和 ， 


由 .上 二 5 定理 知 : 
> rm pm). 
z “rly 

因此 ， py mm 

讽 2 家 Wi、 Wg、 、M 是 两 典 互 夺 的 妆 ， 又 识 mmo Mp 
一 如果 mm、 mo 分 别 独立 地 通 
过 与 模 Mia Ha、 3 Po. 瑞 慎 的 吊 余 粗 ， 那 来 形 如 

Mw Moirs + Mz. (4) 


的 歼 构 成 了 与 模 ma my 互 质 的 剩余 组 ， 

- 证 弦 ”我 们 只 需 性 明 如 下 的 岂 点 : 

1， 有 形 如 (I) 的 数 ,有 由 roza ab) 个 ; 

2。 一 切 形 如 中 ) 的 数 , 对 模 ma 者 不同 余 ; 

83. 一切 形 如 :1 的 数 , 按 绝 对 值 貌 都 与 模 mm。……m; 皇 盾 . 


”关于 1 的 成 立 很 显然 . 因为 根据 古音 ，o、z、……、 忆 分 别 独立 


”地 通 泪 由 oo) 、 内 (az)、 、 由 (Cm) 个 数 ， 丽 mr 、7s 、… 、m: 是 
”两 两 互 质 的 ,所 以 形 如 (1) 的 数 的 个 数 是 : 

$m) Pm) pm) = $m me my ). 

关于 2 的 成 立 , 可 仿照 $5 在 讨论 完 双 剩余 钥 时 , 所 举 的 第 五 个 例 
题 中 对 应 的 那 部 分 翘 明 ， 

关于 3 的 成 立 , 我 们 可 以 证 明 : 


CE AL TT MMT 十 412| m=1,. (lese<E) 
如 其 可 解 机、 六 ，、… 、 4 的 意义 ,就 可 起 避 道 它们 中 除 MM 外 ， 


都 是 wm, 的 倍数 ,于 是 得 : 


3 十 了 8s 十 十 及,04== 必 ws 十 0,"Q，( 这 时 QQ 是 整 数 ) 


我 们 知道 ,如 果 a= bg 二 ec 那 末 (ia|、125|)=(12|、 Le 
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这 样 ， | | 
[1310 十 人 2 十 + Mr, m)=(| re 也 
因为 Nf, 是 ?171 、 i vse, 2 £ 个 数 中 . 除 TS pa 的 一 下 Ta 


积 ;, 而 并 那 些 数 是 两 两 互 质 的 .所 以 《〈- 7 一 1. 


另 一 方面 ,#, 是 代表 与 模 mm， 所 持 的 的 剩 你 租 内 的 某 一 数 ， 当 然 
(zs| ,mo) 一 1, 于 是 可 推 知 : 
(| M2,|, Ti 一。 


因此 (IMswi + NTs rt 十 Miri|, m,)=1, 
因为 $ 可 取 工 2，.……: , 8， 于 是 根据 互 质数 的 性 质 可 得 : 
C| Mi dM 二 二 Mw 2172。 mmr)=1, 
一 熔 上 所 流 . 就 证 明了 : 形 如 (1) 的 数 确 实 构成 了 与 模 7m 
- 互 质 的 剩余 租 。 四 
下 面 我 们 看 一 个 具体 例子 : 


误 Ji 一 6， mz=7, 9 心 } 、 vs 分 别 独 了 立地 通 汗 与 6、 7 互 质 的 简 你 


租 时 , 验证 : 形 如 7z 十 6xs 的 数 构成 与 模 6.7 :就 是 但) 互 质 的 币 全 
. 组 ， 


与 模 6 瑟 质 的 和 j 余 组 : 1、 5; 取 与 模 7 互 质 的 剩余 组 : 1、 2、8、 


4,5. 6. 、 


如 果 xz 等 于 1 %s 分 别 等 于 1、2、3、4、5、6 得 到 的 6 个 数 是 
138、19、25、31、37、48; 
如 果 好 一 5，zs 分 别 等 于 1、2、3、4、5、6, 得 到 的 6 个 数 是 : 
41、 4 和、58、59、65、71; : : 
仔 胡 地 观察 这 12 个 数 : 13、 19、 25、 81、 37、 48、 41、 47、 53、 59、 
65、71( 其 中 43、47、53、59、65、71 这 些 数 ， 对 于 模 数 42 分 别 号 1、 Bb、 
11, 17、 28、 29 同 余 )， 可 发 现 , 它 们 正好 构成 了 与 模 人 2 互 质 的 剩余 组 ， 


3 8 欧 拉 定 理 费 尔 马 定理 


定理 ”如 果 (|a|, om) =1, 那 来 4*=] (mod m)， 
* 119. 


2 


(这 个 定理 叫做 欧 拉 定理 ) 


证 明 。 裔 轴 ,、Wy、…… mi 为 与 模 mm 互 质 的 非 负 最 小 剩余 组 
根据 上 一 节 可 以 知道 ， 与 模 mm 互 厦 的 剩余 租 命 育 的 数目 ， 有 且 仅 有 


Cm) 个 .所 以 这 里 上 =m)。 
因为 (|a|, mm) 一 1， 从 上 一 节 定 理 可 知 : 


OMI CMa, es 、 QM (1) 
也 一 定 是 与 模 m 互 质 的 剩余 钥 . 
双 设 ?2 、 外 是 分 别 表示 (1 } 中 的 数 折 属 的 剩余 类 (以 和 
为 模 ) 中 的 非 刍 最 小 数 ， 
于 是 , 久 、 为、… st 也 就 是 与 模 m 互 质 的 非 负 最 小 剩余 粗 ,这 

, 样 , 显 然 和 加、 入 与 WM、 、7Th 以 全 体 而 言 是 一 致 的 . 

也 就 是 ， 
人 人 t= MD No LL 
从 下 面 和 的 5 个 同 余 式 : 
-amer (mod m), ams mr, (mod mM) ,CM 和 (mod 1m) 
可 得 : Qs MI Mg mr (Od m). 

: 由 上 迹 的 Fro 二 mm， 是 Ca 
《ma mz ng 中 每 一 个 都 与 再 质 ). 从 而 ,上 面 的 司 余 式 
变 成 : gl (mod m). 

”因此 ov] (mod m), 
例 御 别 49" 一 二 能 否 裤 15 整 除 ， 
1 1 
因为 $(15) = 15(4 二 )(1 一 二 )=8， 


而 和 49 = 75, 和 (7, 15)=1, WM 7 二] (mod 15)., 
， 于 是 7 一 1 : 15. 也 就 是 稻 , 49: 一 ] : 15. 
推论 二 区 下 轴 果 (并 那 末 
“=1 (mod 2)。 
《上面 的 推 花 ,也 电费 尔 蝶 定理 ) 
se 120 。 


i 


放 明 ”因为 2 是 质数 ,所 以 册 (D) 一 人 一 虐 . 
。 因为 《jel, 功 =1， 所 以 wo 本 Daod 由。 
由 费 尔 放 定理 直接 可 推 知 |; 
设 2 是 质数 ，& 是 任 一 整数 , 那 床 “ 二 4 (m0 六 )， 
证 明 
如 果 (ial, PD) 二 1. 因为 三 1 (mod 四、 可 推 知 : 
nod 2) 。 
在 巢 Cla| 人 > 上 因为 了 是 质数 ,所 以 a 2. 于 是 (4 一 1)4 :Pp 
即 a?--a : p, 也 就 是 | 
| 二 ww (MOd 72) ， 
例 1 试 求 和 7"”; 被 17 除 后 的 余数 ， 
因为 7885 被 17- 一 1 除 后 得 : 7385= 461.16-9, 就 是 
A77383 ~ (A719)401, 47. 
根据 费 尔 马 定理 , 47*=1] (mod 17).， 
但 47?==18* (mod 17)， 而 18:=169= 一 1 (mod 17)， 所 以 
18' 二 18s.18==18 (mod 17), 也 就 是 说 ,47’=18{mod 17)， 
于 是 447 47'=13 (mod 17). 
例 2 县 ?是 3 和 二 以 外 的 任意 ”个 质 效 ,对 : 
。 999……9 ; p。( 是 任 一 个 正 整 数 ) 


ee 


(了 一 于 并 个 ， 
证 明 因为 p 是 2 和 5 以 外 的 质数 ， 那 来 (10， p) =1. 于 是 … 
(10* 芒 =T。 根据 费 尔 局 定理 ，(109 呈 :1 (mod 2p)。 也 就 是 说 ， 
TO0Kp-1D 一 工 : : », 
。 视 胡 显 ，l0xe-o_1 是 一 个 各 位 数字 都 是 9， 晶 位 六 是 上 (p_， 
的 数 . 因此 就 狂 明 了 论断 的 成 立 。 
比如 :  . 999999 : 7; 99.……: 9 : 18; 等 等 
i 
19 个 
关于 费 尔 马 定理 ， 是 一 个 值得 单独 所 出 的 有 趣 课 题 。 为 了 这 个 目 
全 


入 


的 ;我们 介绍 两 种 不 需 引用 前 而 知识 的 薄 法 ， 
先 介 丰 一 个 证 法 ,证明 过 程 中 ,应 用 了 "“ 沾 籽 二 项 式 "公式 . 
引 型 ” 当 Pp 是 质数 的 时 候 ,a8 三 a? 十 b? (inod p), (a、8 
意 两 个 整数 ) 


证 明 (〈vk 十 轨 ? 一 ol 十 CHaz 一 蕊 十， 十 CE-1a02 一 十 2 ， C1) 
我 们 知道 : 
pCPD—1)C D2 (Dk 二) < 
CO (0<h<p) 
是 正 整 数 . | 
当 r=、 2 、P 一 1 的 时 候 ， 各 生生 中 的 任 
因数 都 扩 质 的 4 因为 bp 是 质数 ， 且 宅 大 于 分 母 中 任意 一 个 因数 ). 
《1.2, 3 k, p)=1. 
| (一 二 2 一 2 (02 一双 十 二 ) 有 
也 就 是 流 ， 
-ED 一 2 SE (9 一 十 工 ) ; 
1 2838。 | 
(k= 工 、 9. re 、 Dp—1) 
这 就 央 示 (了 中 除了 首 末 两 项 以 外 ， 其 全 各 项 都 是 2 的 代数 于 是 - 


”我 们 可 把 (41) 写作 下 面 的 形式 : 
Cab0)"==a? 十 0? 十 pM, (及 是 蓝 数 ) 
因此 ” (gt+0)?=a’+b? (mod 2)。 


我 们 还 可 以 把 它 推广 到 : : 
(aa 十 0a 十 st 十 ww, 壮 三 Cd 十 GZ 十 .………， 十 a (mod Pp) 
[这 里 2 为 质数 ，ar ($==1、2、…… 、?%) 是 任意 整数 .| 


证 明 当 n=2 时 ,公式 是 成 立 的 . 
”假定 n=6 时 ,公式 也 成 立 ,就 是 
《Gi 十 Qo 十 下 十 4 二 Q 十 QP 了 二 十 8 (mod p), 
“122 。 


是 任 


志 


我 们 要 证 明 , 当 % 一 了 十 1 时 ,公式 仍然 成 立 ， 就 是 庄 明 : 
(ai 十 Co 十， 十 Qk 十 Qp41)" 三 a? 十 9 十 se +af+aPi, (mod p),. 
设 包 十 @s 十 …… 十 a 一 4, 根据 上 面 的 “ 引 理 ” 得 : 
: (4 二 ar 全 十 or (mod p). 
由 假定 ,可 知 : z / 
A?s=sa?-ar 十 se +a? (mod »). 
这 样 ,根据 同 余 的 基本 性 质 ,就 可 以 推 得 : 
” AA-aprs=af tast .ap Cmod p). 
因此 就 证 明了 : 
《Cai 二 Gs 二 er 十 gp 十 Qi44)? 村 09 十 09 十 …… 十 储 十 a44 (mod 幼 ， 
也 就 是 证 明了 上 面 的 断 慎 一 般 地 也 成 立 ， 
电 此 ,立刻 可 推 得 费 尔 马 定理 : 
如 果 了 是 质数 ,而 (| N| ，2) 一 1， 那 末 N=1 (mod p). 
证 明 
1. 如 果 NN>0， 在 上 面 的 “推广 ” 中 ， 取 ”= N， 上 且 we ee 
Qn=1， 那 来 pm (mod »). 
因为 (| 入 | ,Pp)=1, 所 以 N=1 (mod p). [$2 性 质 4] 
2; 如 果 入 之 0, 设 N= 一 N' (N'>0). 
由 工 可 知 ， N'?-ias1 (mod »). 
， -于 是 ， (—N)"!s1 (mod p). 
”如 果 P 是 大 于 2 的 质数 ,当然 ?一 1 必 是 偶数 ,因此 可 推 得 : 
. Nm(~N)’!=1 (mod p). 
”如 果 p=2, 就 需 丁 明 : N=1 (mod 2). . 
 ， 事实 上 , 已 知 (|N|， D)=1, 也 就 是 知道 了 这 里 的 六 是 奇数 ， 显 
” 然 , 上 式 应 该 成 立 ， 
综合 所 迹 ,就 胰 明 了 痪 尔 局 定理 ， 加 
下 面 介 稻 的 贰 尔 马 定理 的 证 明 ,也 不 需 引 用 前 面 的 知识 ,虽然 噬 归 
的 思想 廊 法 与 上 面 菊 明 欧 拉 定 理 时 所 用 的 相 类 似 ， 
* 1 23 。 


下 面 我 们 诈 明 : oo:= 1 (mod ), Pp 是 质数 , 且 (|c| ，2) 一 工 。 
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与 等 式 中 的 情形 一 样 ， 同 余 式 中 存在 着 息 对 同 余 式 一 即 周作 


证明 设 lea= pq mi (0<mi Pp) 全 
2 一 D02 十 ia， (0<m,<D) 
(2 一 1 一 D9p 十 pa。 (0< ?pi<2D) 

把 上 面 的 一 些 等 式 的 两 边 分 别 相 乘 , 得 一 

L980 po TE pg mi) 

=1 
= p+ M+ mm Nps, 
《这 时 人 是 整数 ) 
“于 是 12.300(p 一 Dt=mm npr (nod p), (1) 

先 来 指出 mi、 ms、……、 moi 这 p 一 1 个 数 ， 各 不 相等 . 如 果 。 
mmm (St 且 I<s<p—1l,，1<t<p-1), 因为 m=s0 一 pq 
mi 一 ta 一 pq:, 于 是 得 : 。(s 一 a 一 p(gs 一 91)， 和 

就 是 和 (s—i)a ; 2。 

因为 Clal， Pp)=1， 所 以 s 一 t :2 和 
因为 1<s<p 一 1, 1<t<p 一 1, 所 以 要 使 上 式 成 立 , 必须 s=t. 这 
就 与 假定 的 “s 二 ”矛盾 了 ， + 

. 因此 ,mm z 1 
巴 然 %;、ma、……、 加 ,1 是 各 不 相等 , 且 每 一 个 都 是 小 于 的 正 。 
整数 . 这样， ms、mr、……、mp_; 与 IT、2、……、2 一 工 是 全 体 一 致 的 ”一 - 
了 本. 换 句 话 讼 ， | 

MM Mpat = 12 (7 一 荆 ) ， 

一 又 因为 p 是 质数 ， 容 易 了 解 C2.……《p 一 1), p) 一 1, 因此 (1)  .. 

就 变 成 : arial (mod p),. | : 
$9 ” 解 同 余 式 的 概念 和 


趟 对 于 所 含 未 知 数 的 一 切 整 数值 都 成 立 的 . 例如: 4=a (mod 5) 


”6w“ 十 9v* 十 82 十 12 二 0 (mod 3) 等 等 ， 


显然 ,也 存在 这 样 的 同 余 式 ,它们 是 永远 不 成 立 的 ,容易 举例 ,如 : 


5=3 (mod 4); 2z=1 (mod 2) 等 等 ， 


我 们 威 到 兴趣 的 是 条 件 同 余 式 一 一 这 种 同 余 式 ， 仅 仅 对 于 所 含 未 
知 数 的 某 一 些 整数 值 , 才能 成 立 ， 例 如 : XY 三 2 (mod 3); xz5 十 Z 二 10 
(mod 7) 签 钴 ， 

根据 同 余 式 的 性 质 ,可 以 把 同 余 式 右边 的 一 切 项 都 移 到 左边 ,所 以 
闻 余 式 总 可 以 天 示 成 : 
f(x)=0 (mod m). 


这 里 fw) =Qov' 十 gp"! 十 …… 十 Qi Qi 是 整数 


《如果 整 数 we 不 发 m 整除 , 那 末 是 做 同 余 式 的 次 数 .) 
我 们 知道 , 同 余 式 当然 也 可 能 含有 条 个 不 相同 的 未 知 数 ,不 过 这 里 


只 能 对 一 个 未 知 数 的 同 余 式 加 以 讨论 (即使 这 样 ,这 里 也 无 法 探 研 过 了 
”深奥 的 问题 ). 


没有 疑 昌 ， 解 同 余 式 就 是 要 求 出 适合 同 余 式 的 未 知 数 的 一 切 整 数 
值 (当然 ， 有 时 它 的 意义 是 : 沽 出 某 一 同 侠 式 对 来 知 数 取 任何 整数 值 ， 都 


”不 衣 成 立 )， 


各 同 全 式 z : 
z f(z)=0 (mod m), z CD 
7o) 一 aoz" 十 az 一 十 …… 十 yu 是 整数 . 

我 们 用 模 m 的 完全 剩余 租 0、1、2、……、m 一 1 分 别 代入 (1). 医 ， 
如 府 , 其 中 的 zo 满足 (1)， 也 就 是 将 ， 

f(xwo) 三 0 (mod mm),， 
我 们 可 以 断 慎 : 对 于 模 加 与 ve 同 余 的 一 切 数 代入 (1) 也 一 定 适 合 ， 
也 就 是 满足 “一 ze。 (mod m) 的 一 切 “ 值 也 一 定 满足 (1) [我 们 把 整个 
ze 所 以 的 .以 m 为 模 的 剩余 类 , 算 作 (]) 的 一 个 解 ]. : 
”根据 同 余 的 性 质 ,就 可 以 胜 明 上 流 断 冒 : 
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因为 zx 二 ze (mod m), 于 是 =- 

or 三 28 (mod m), 0 二 2 (mod 7) , T=%o (mod 7 ) 
` 而 且 
augnssuo08 (mod M)，0a0 一 0008 (mod mm) ， 
a ta vo (mod 和 ) 。 
因此 得 : 

00o0" 十 aa00 十 十 CO 十 Cr 
三 ao08 十 aa08m1 十 十 Ci0o 十 ao (mod m), z 

然而 已 知 : Fro) 一 aoz8 十 aa08 十， 十 C, 三 0 (mod 0 ) ， 
因此 得 :。 f(%) = ov" Ni EE Fg, m0 (mod mn). 
例 同 余 式 w+z 十 1=0 (mod 7). / 
”在 模 7 的 完全 剩余 租 0、1、2、…… 、6 中 ， 很 容易 检 歇 出 2、4 适 
合 上 式 ， 所 以 我 们 静 ， 这 同 余 式 有 两 个 解 : 
2E2 (mod 7), z=4 (mod 7). 
“当然 ,这 个 同 余 式 也 只 有 这 两 个 解 .容易 想到 ,和 如果 还 有 其 他 的 解 ， 


这 就 是 襄 模 7 的 完全 剩余 租 内 还 有 其 他 的 数 (2.4 以 外 ) 也 适合 同 余 


式 ,而 这 是 不 可 能 的 . 


i 


守 品 了解 ,各 果 覆 六 的 洗 全 和 人名 内 的 所 有 站 分 别 代 大 1), 没有 


一 个 是 适合 的 ， 这 就 天 明 (1) 无 解 [不 能 指望 在 模 % 的 完全 剩余 租 以 外 


的 数 代入 (1) ,会 恰好 适合 ]. 

”顺便 提 一 下 解 同 余 式 租 的 概念 : 
/ Po) 四 0 (mod m,), 
fx%)=0 (mod mis)， 


[| 


\ fz) =0 Cmod ms). 


ia) ($=]、2、…… .有 ) 是 一 个 整 系数 多 项 式 . 
.所 衣 解 同 余 式 租 (2)， 意 即 找 出 所 有 适合 (2) 中 每 一 个 同 余 式 的 束 z 


”数值 x. 
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(2) 


TT 


概念 
首先 应 了 解 两 同 余 式 同 解 的 意思 :就 是 指 这 样 的 两 个 同 余 式 ,它们 


”的 解 完 至 一 致 ( 即 一 个 同 余 式 的 一 切 解 都 适合 于 另 一 个 同 余 式 ; 反 过 


来 也 对 )。 

定理 ” 同 余 式 | 
fl)=0 (mod p) : (1) 
[这 里 2) 一 ov" 十 …… 十 &,，Qi 是 整数 ， ?是 质数 ] 与 一 个 次 数 低 于 
2 的 同 余 式 同 解 ， 

证 明 ”当然 ,如 果 (1) 中 "< 2， 就 不 需要 币 标 对 洽 了 。 

如 果 n>>p, 我 们 用 二 项 式 2 一 w 去 除 f(x)， 即 得 : 

f(t)= (2°—7)-Q(%)+ RC). 


[这 里 的 整 系数 多 项 式 R(z) 次 数 应 小 于 2.] 


”由 费 尔 马 定理 知 : x 一 x 1p， 于 是 得 
六 0) 王 在 (C) (mod »). 
所 以 同 余 式 败 z) 一 0 (mod 2) 与 已 (z) 王 0 (mod 办 是 同 解 的 ( 容 


、 易 看 到 ， 适合 前 一 个 同 余 式 的 7 值 一 定 适合 后 一 个 同 余 式 ; 反 过 来 也 


对 )。 
例如 , 同 余 式 
oO) 一 和 一 20 一 03 十 02 十 20 一 8 三 0 (mod 5), 
因为” 灰 o) 一 (wo 一 z)(z2 一 2 十 (oa 一 3)， 所 以 原 同 余 式 与 下 面 的 


” 同 余 式 同 解 : 


f(x)=r 3=0 (mod 5). 
我 们 提出 下 面 的 断言 : 
质数 模 的 % 次 条 件 同 余 式 , 它 的 解 的 个 数 不 会 超过 n; 反 过 来 、 如 


果 一 个 质数 模 的 n 次 同 余 式 具有 解 的 个 数 多 于 7 个 ， 那 末 这 个 同 余 式 


一 定 是 稻 对 同 余 式 ， 
断 车 其 实 性 的 屿 明 , 留 输 读者 ， 


27 。 


这 样 ， 以 后 在 计 洽 解 质 数 横 的 一 个 未 知 族 的 同 余 式 时 ， 就 只 需 研究 | 


同 余 式 的 次 数 小 于 模 数 的 情形 就 够 了 ， z 
”定理 如 果 ME= MM mx Hm Me 、。…… 、”my 两 两 互 质 ， 
那 末 同 余 式 
加 Foz)=0 (mod m) (2) | 
.与 同 余 式 租 


f(z)=0 (mod mi), 


同 解 ， 
[这 里 同 解 的 意思 是 : 适合 (2) 的 一 切 整数 值 v， 一 定 适合 于 (8) 中 
的 每 一 个 同 余 式 . 反 过 来 ,适合 同 余 式 租 (3) 的 一 切 整 数值 x, 也 一 定 适 


合 (2).] 


征明 z 
. 1, 如果 (2) 有 解 , 警 如 x。 是 适合 (2) 的 , 那 末 
z fx) 0 (mod m)., 


而 po、ma、……* mw 都 是 mm 的 构 数 , 根据 $1 定理 的 推荐 5 可 知 , 有 


下 询 同 余 式 成 立 : 
: fv0) =0(mod my， , fv0) =0 (mod mz). 
这 就 钼 明了 适合 (2) 的 整数 值 x 也 一 定 适合 于 辣 余 式 租 (8)， 


2， 如 果 同 余 式 粗 (8) 有 解 , 譬如 2， 是 适合 同 余 式 租 (8) 的 ， 那 末 - 
-下列 同 余 式 一 定 成 立 : 


A f(z) a0 (mod ma), or, 25) =0 (mod me). 
而 m4 ms、 er、Tx 两 两 互 质 , 即 
Co， ， Mp] = MMe me 9 
由 $2 性 质 3 可 以 推 得 : : : 


fwo0)=0 (mod m)., 
六 就 正明 了 适合 同 余 式 租 (3) 的 一 切 整 数值 2 也 一 定 适合 (2)， 
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| ee (3) 
f(%)=0 (mod m.) 


从 以 上 两 个 步 叉 的 证 明 就 可 以 知道 (2) 与 (38) 是 同 解 的 . 
” 例 辣 余 式 f(%) =0 (mod 30) 与 同 余 式 租 : f(z)=0 (mod 2), . 


. fr)=0 (mod 8)，f(%) 三 0 (mod 5) 是 同 解 的 . 


同样 的 ， eh 关于 它 的 靳 明 留 给 读者 . 

设 TDs、 TDs、 、 7 分 别 是 同 余 式 租 (3) 中 对 应 的 同 余 式 的 解 的 
个 数 ， ee T= TPT, DD,,. 

关于 解 同 余 式 的 概念 , 介 厅 到 这 里 为 止 . 因为 这 个 册子 毕 划 不 是 专 


门 探 计数 论 , 如 果 诗 者 对 这 个 内 容 有 兴趣 的 话 , 可 以 研 莹 普通 的 数论 妹  - 


本 . 时 有 着 有 关 这 方面 的 极其 丰富 的 材料 . 


第 大 “ 章 ” 整 信和 多 项 式 被 某 
自然数 整除 问题 


这 一 家 所 涉及 的 一 些 间 是 ， 没有 一 定 的 解法 可 以 壹 循 .我 们 这 里 也 
只 能 做 到 这 样 : 按照 所 依据 的 定理 ， 把 天 题 分 作 几 种 不 同 的 类 型 ， 分 别 
地 加 以 解决 . 

所 请 整 值 多 项 式 就 是 : 对 于 任何 整数 n， 各 多项式/(n) 的 全 
是 整数 , 那 末 Cn) 时 做 整 值 多 项 式 、 


$1 借 “0， 是 整 导 多 项 式 "解决 的 问题 


定理 
i KO 
是 整 值 多 项 式 ， 


(这 里 7 是 正 束 数 Lr =1.2.8...00.07, "是 任意 整数) 

证 明 ” 当 n>0 的 时 候 : - 

如 果 n>7，05 就 是 从 个 相 异 元 素 中 系 关 不 重复 地 到 r 个 元 素 
下 同 租 合 个 数 .显然 ,这 时 C% 是 整 值 ， 
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如 果 0 委 9 < 2， 容易 看 出 出 : 相 %n、 nn 一 1]、n 一 2、,， 、% 一 ?十 1 这些 “ 


数 中 一 定 有 一 个 值 等 于 0 所 以 这 时 C5 一 0， 内 此 肠 芝 也 万 立 ， 
当 ?2<0 的 时 候 : z 
设 % 二 一 Ww 《n'>0)， 此 时 
: Or DD 
[7 
De De Dn 


=(—1) Cir 
因为 Ww 十 ?一 1>>0, 所 以 Ci 是 整 值 ， 这 就 推 得 CO% 也 是 整 值 . 
定理 还 可 用 下 面 的 形式 泵 达 : 
Y 个 相 邻 整数 的 乘积 ， 一 定 能 被 [7 整除. 
例如， 3.4.6.6 :14; 11.12.13.14:14; 
: (—3):(—2).(—1).0 :14; 
: (—165)*(—14).(—18).(—12) : |4 
例 1 求证 : 整 值 多 项 式 
fn)=n—n : 6, 


征明 f(r)=n(m—1)= (nC— Det 
由 定理 可 知 ， (n—l)n(n+t+1) : [18 ,而 13 =6, 
.所 以 An) : 6. 


` 例 2 当 % 是 奇数 时 , 求 艇 : 
fl(n)=—n—1 :8, 
证 明 设 % 一 2p 十 1 (2 是 整数 ), 于 是 
fn)= (2p+1) 一 工 一 4D (p+1). 
因为 pCp 十 1) : 2， 所 以 fn) ;8. 
例 3 求 姨 : 整 值 多 项 式 
fln)=n(i+6) : 6. 
征明 fn) =nL Cm —1)+6]=n(n’—1)+6n, 
as 130 。 


因为 nm? 一 1) : 6, 6n ;6, 所 以 f(n) : 6. 


例 4 求 翘 : 三 个 相 邻 整数 的 立方 和 能 被 9 整除 . 

证 明 裔 三 个 相 邻 整数 是 : 2 一 J、n、 nl 

容易 署 出 : nl)s+nsT nil) =n(n + 2), 

而 n(n2 十 2) 一 2 一 1 十 3 一 nm 一 1 十 3n :3, 

所 以 nl) nt1): :9 

例 5 如 果 P 是 一 个 正 奇数 ,求证 : 整 值 多 项 式 
f=n nn 6， | | 

证 明 An) 一 ne 一 一 1)， 这 里 p 一 是 偶数 ， 没 ? 一 I- 21, 于 是 

on) 一 na2 一 1) 

=—n(n? Dam tn + “os 二 1 |]: 后 


例 6 如 果 ” 是 偶数 , 求 竹 ; 


f(r) =n 20n : 48; 
(VW=n dn :48. 
证 明 - 设 %==2p, 于 是 
f(r) =n(m+20) =2p(47 +20) =— -8p(p +5), 
已 知 区 及 +5) : 6, 所 以 f(n) : 48. 
fi(n) =n(n—4) =2p(4p pep_1). 
已 知 估 他 一 1) ; 6, 所 以 Cm) :48， 人 


” 例 7 求 吓 : 整 值 多 项 式 和 


fn) =nnt1) (n+1) : 6. 
证 明 Fn) 一 2 十 了 La 一 二 十 Cn 十 2 
一 (一 IJyn(m 十 1) 十 2(2 十 1)( 十 2 。 
而 (n—l)n(nt1) 与 n(n 十 1)(m 十 2) 都 亡 必 6 整除 ， 所 以 


fn) 18. 
” 例 8 求 上 是 : 整 值 多 项 式 


fr) = —1) : 12, 


证 明 ”我 们 只 需 意 明 fCm) : 3, 又 f(n) : 4 


外 多 
~ 181* 


因为 /Co 一 (一 Dan 二 ms 而 CDno 二 1 6, 所 以 Ko : 3. 


0 ai 就 是 隐 fi 


z yi 4 | z z 一 
_。 粽 上 所 述 ， 就 证 明了 fn) : 19, 


: 将 值 多项式 f(r) = nn) (Gn DD (6n— 1):94. 

” 钥 明 和 
i 因为 fn) =nnt2) (25n 1) . 
: 一 多 (十 2 (nn —1)+24n’] ~ 

= nT)n(ntI) (te) +2(nt) 


，。 而 (n 一 —1)n(n +1)(n+2) : (4, 所 以 fC(n) : 24. : 一 


例 10 求 胆 : 


整 值 多 项 式 na) 一 0 一 5 十 各 : 120. 
因为 fln)=n(n— n+4) 0 


=Nn(n—1)(n’—4) 
= (NO—2)(n— —1)n(nt1) Cte), 
而 (n 一 Ot Dnt) : 上 5， 所 以 fn) : 120， 


例 11 求证 : 

整 值 多 项 式 J) 一 2 (2n tn mBn 1) : 36 
耳 明 

因为 大 ma 一 pf2n2002 一 1 十 3n(oa 一 1) 十 (nz 


n(n —1) (Zn nt1) 

一 1 (nll) (Qnt+1) nt+1) 

=[ (nl1)n(n+1) nn +1)c2 2n +1)], : 

而 (一 Dn(n+1) : 6, 区 nD (2n+1) ;: 6, 所以 fn) : 86, 
例 12 求 越 :、 
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fn) = En + + 2 


是 整 值 多 项 式 ， 


一 证明 fn) 一 二 (2 如 十 3 到 十 中 
~ = n(nt1) (2n+1). 
. 如 果 1% 取 整 数 ， 显 然 , n(n 十 1)(2n 十 1) : 6, 所 以 fn). 为 整 值 多 
| 项 式 ， 
_ 例 13 求 钙 : 
fn) =n(n—D)(n—2) 


是 整 值 多 项 式 . 
征明 因为 一 一 一 5+ 


所 以 fn) = A Te 一 , 


。 如果， 了 攻 整 数 ,显然 , n(n 一 D)(n 一 2) : 3, 以 及 
和 n(n 一 1)(n 一 2)(n 一 3) : 4， 因 此 (mn) 是 束 值 多项式 。 
和 例 14 求 胜 : z 
四 四 fln) = Ln +l Ln ， 
18 
证 明 
fln) = Bn + n+ 7n) 


= [8 一 Bnr+ hn) 十 20n:—5m] 


一 二 [ao 一 (一 Dn(n+D(n 二 9 


十 20(m 一 1)mn(n 十) 十 15n]， 


显然 ,括号 内 的 每 一 项 都 能 蔽 15 整除 . 所 以 .Ka) 确 是 一 个 整 值 多 
、 顶 式 ， 
”值得 指出 , 这 种 类 型 的 问题 , 用 数学 归 业 法 二 都 可 效 得 证 明 (虽然 对 . 
某 些 间 题 来 说 ， 应 用 数学 归 焕 法 可 能 会 威 到 繁杂 ). 现在 我 们 从 上 面 和 
取 风 个 问题 ,用 数学 归 揣 法 证 明 于 后 ， 
例 1 用 数学 归 业 法 永明 : 
三 相 邻 整数 的 立方 和 能 被 9 整除 . 
证 明 设 三 相 令 整数 是 nn 一 1]、n、%n 十 1， 就 是 求 枉 : 
Fn)= (Cn 一 1)8-Hns 十 (mn 二 1) :9 
1.。 当 ?0 的 时 候 : 
《1) 如 果 n=0, 显然 , K0)=0 : 9， 
(9) 设 n=b 时 ,这 个 断 早 成 立 , 就 是 
fb) = (hl) th ht1): :9. 
”我 们 证 明 :. (#4+1) :9。 可 
fk+tI)= bt ET) + b+) 
= 二 (KR 二 1)3 二 b3 二 662 十 194+48 
(一 十 h 二 Ck 十 1)3] 叶 (98? 十 9k 十 9)， 
: 显然 等 号 右边 的 两 部 分 都 能 彼 9 整除 ,所 以 At +I1) ; 9。 
这 样 我 们 未 明了 , 当 n>>0 时 , f(n) : 9， 
2. 当 w<0 的 时 候 : 设 %= 一 wn'>0)，- 
、 jn ) m 一 《9% 一 二 8 十 3 十 (nm 十 1)8 
= [tl)s tn 1 
: 因为 n>0， 当然 (wV 十 1)s 十 ns 十 (wwV 一 1)? 359. 因此 f(n) : 9. 
粽 上 所 壕 , 就 省 明了 :对 于 任意 整数 mw, 一 定 有 
fn) :9. | 
例 2 用 数学 归 灿 法 胜 明 : 
整 值 多 项 式 fn)=n(n+])(2n+1) :6。 - 
证 明 1， 当 n>0 的 时 候 : 
94 . 


EE 


t 


(1) 如 果 n=0, 显然 , f(0)==0 ; 06. 

(2) 设 n= 上 时， fCE)=h RHI Rt) : 6. 

我 们 迹 明 : /C4 十 1》: 6， 

因为 fk 十 1) 一 (Ck)=(F+1)CE+2) (C28+8)— bE+1)C2F+1) 

= (下 十 1 十 2)(2 十 38) — b+1)] 

一 6(k 十 1)”:6 

又 因为 假定 CX) : 6, 所 以 5+1) : 6， 

上 面 永明 了 , 当 m>0 时 ，Kn) : 6， 

2， 当 %<0 的 时 候 : 设 n= 一 n(n'>0), 那 末 . 

: fn)=n(n+1)(2nt1) 

Nn 1) Cn 1), 
”我 们 就 需 吓 明 : 对 于 正 整数 几 ， 
可 fw )=n (nm —1)(2n 一 1) :6. 

设 w em 十 1 (当然 m 是 非 负 整 数 )， 

显然 , An =m 十 1)m(2m 填 1). 由 1 可知 , 有 (nm'》 : 6. 

上 面 也 就 鞍 明 了 , 当 n<0 时 , f(n) : 6. 

熔 上 所 壕 , 省 明了 整 值 多 项 式 fCn) : 6. 

例 3 用 数学 归 灿 法 配 明 


了 
fm) mn’ + —n 十 了 pm 


”是 上 整 值 多 项 式 ， 


征明 1. 当 n>0 的 时 候 : 
(1》 如 果 n 一 0， J 0 就 是 鹏 ， 这 时 断 善 是 成 立 的 ， 


(2) 设 f(b) = 七 二 和 十 是 至 值 多 项 式 ， 也 就 是 说 ， 
: fh =15fCh) = Bb + hb: 18. 
”我 们 证 明 : f(£ 十 1) 也 是 整 值 多 项 式 .也 就 需 廿 明 
fkT1)~=16f k+l1) : 15， 
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因为 

fF 二 1)=3Ck+1) 5Ck 二 +1) 十 7(k 二 1) 

一 人 (31 十 842 十 7) 十 (15 杂 十 30 十 45 妇 十 308 十 15)，。 
而 4(314 十 5 二 7) : 15， 显 然 ， 
1544 十 8083 十 4582 十 808 二 15 : 15. 
因此 有 (8 十 1) : 15, 于 是 就 证 明了 : 当 %>0 时 ,大 mn) 是 整 值 和 多 项 
式 . | 

2， 当 n<0 的 时 候 : 设 n= 一 n > 


于 是 fln) = (s+ 十 二 mi 十 ). 


1. 


因为 >0， 当 然 * 十 证 4 十 二 人 是 整 值 多 项 式 , 因 此 当 n<0 


时 ,fCn) 也 是 整 值 多 项 式 . 
下 面 我 们 选 出 儿 个 问题 , 供 访 者 熏 习 . 
1I， 求 肚 : ”个 相 邻 偶数 的 乘积 稻 苓 2]7 整除 . 
” 2. 求证 : 对 于 任意 整数 n,n 土 n 一 定 是 偶数 ， 
”8, 求证 : 整 值 多 项 式 f(n) 一 n(n 十 2) : 3 
4。 求证: 整 值 多 项 式 f(n)==n(2n 十 1)(7n 十 1) : 6. 
”5. 求 且 : 如 果 n 是 奇数 ，f(%hW) 一 m5 一 n ; 12， 
6.。, 求 竹 : 整 值 多 项 式 f(n) 一 n(n —1)(8n-+2) : 24, 
7. 求 证: 整 值 多 项 式 fn) 一 n(n 一 49)(n? 十 49) : 80， 


82 借 间 尔 马 定理 解决 的 问题 


” 现 1 求 是 : 整 值 多 项 式 f(n)=n' 一 n : 42.. 
证明 ”首先 ,明显 地 有 fCn) :7 ( 费 尔 马 定理 ), 又 因为 = 
fn)=n(n’—1) 
- 一 ?22 一 开 (24 十 902 十 1 : 6, 
. 因此 fn) 42， ' 
,136 ， 


例 2 设 In| 是 大 于 3, 且 不 等 于 了 的 质数 , 求 逮 : 
mn) 一 一 0 一 :168, 
证 明 ”因为 168 一 8*3.7, 而 8、3、7 是 两 两 互 质 的 数 . 所 以 只 需 证 
.有 朋 f(n) 分 别 能 被 3,7、8 北 除 ， 一 / 
”首先 ,根据 费 尔 马 定理 , fCn) : 7. : 
| 其 次 ， 因 为 fCn) : n? 一 J]， 而 根据 费 尔 马 定理 ，n? 一 1 : 3， 因此 
fn) : 8. 
另 一 方面 ,由 条 件 可 知 , 这 里 是 奇数 ,所 以 一 1 : :8 (加 $1 例 
2)。 也 就 是 f(n) : 8， 


| 综 上 所 述 , 即 狐 明 了 Fn) : 168 
注 ”事实 上 ,可 以 把 条 件 放 宽 , 变 成 : (|n|, 168)=1. 
例 3 求生 : 整 值 多 项 式 大 mn) 一 ne 一 nm: 5460。 


证 明 5460=]8:7.4.8:5. 
(13、7、4、3、5 是 两 两 互 质 的 ) 
”容易 看 出 ，f(%) 一 ms 一 na， 广 (一 和 一 2 户 (n) 一 对 一 9， 
fn) =n Nn, fan) = n 一 nn 都 是 f(%n) 的 因数 . 
由 费 尔 屠 定理 知 : jn :18, fln) 7, fln) :4, fln): : 3 
及 (n) ; 5， 就 是 fn) 郁 被 13、7. 4, 8 及 5 整除 ,所 以 f(n) : 5460. 
例 4 设 2 是 大 于 3 的 质数 ,求证 : 
. 。 整 值 多 项 式 。f(n) 一 n? 一 n : 62， 
一 ”证明 首先 ,由 费 尔 忆 定理 知 , f(%n) : p. 
” 另 一 方面 ,我 们 知道 Km) :6 ( 参 关 81 例 6)， 
无 疑 的 ,这 里 (p, 6) = 1 因此 证 得 : fC(n) : 6p. 
例 5 设 m 是 质数 , 正 整 数 4、5 都 小 于 记 ， 求 证 : 
z | i RE nb : 
_ .让 明 因为 m 分 别 与 a 及 ?都 互 质 ,由 费 尔 马 定理 可 知 : 
| orm, bl :m. 
1) om, 
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二 二 是 只 a ,ss Lab b"?); mm, 
观察 条 件 ,可 知 |4 一 01 与 ” 是 互 质 的 ， 
因此 ， ec 十 go 0 十 十 CD 十 0 9 
注 事实 上 ,可 以 把 条 件 放 宽 , 变 成 : 


2 非 雳 整数 5K、5 与 质数 mw 间 有 下 列 关 系 : 


Cael, m)=1, (6, m)=1; (la—5l, m) = -1. 
例 6 发 2 是 质数 ,(ln|, P) 一 1, 且 7 是 任意 正 整 数 , 求 且 : 
mn 人 一 六 1 :27 
征明 由 费 尔 马 定理 可 知 : nz 一 一 TI ; 0， 也 就 是 ,一 一 T 十 DA 
(和 是 整数 ) 
因此 ， 
(oP 一 (1 十 DRNDE 
- 二 1 十 PAM. (MH 是 整数 ) 
[因为 二 项 式 (1 二 +pN)?” ”展开 式 中 ,从 第 二 项 起 所 有 的 项 都 能 鹤 
2 整除 . 
这 就 钼 明了 - 
: nT? lp 
例 7 如 果 a? 十 62 二 0? (a、b、c 是 整数 ), 求 证: cpce : 80. 
旺 明 外 已 知 条 件 可 推出 : 
[al = mn’, 15| ~2mn, |e| 一 7m2 十 2 
(mm 是 正 整数 , 且 mn) . 
、. 反 过 来 ， 也 可 由 此 推出 a +0 =0", 
于 是 就 只 * 需 鞍 明 : mn mn) (mn) : 60 .也 就 是 只 需 姓 朋 : 
mnNCM 一 9 CN +n ) 30. 
“首先 可 肠 时 mnCm? 一 2?)(m? 二 mn?) ;2 
数 , 显 然 ，7 十 2 C0 一 2? 也 一 样 ) 就 是 偶数 ,因此 汤 言 也 成 并 ，,. 
而 (2, 15) 二 4, 这 样 就 只 需 证 明 : 
13838. 


~™ 


”如 果 m%、n 中 有 一 个 是 偶数 , 断 冒 就 成 立 ， 如 里 mw、n 两 个 都 是 奇 


> 
二 = 
, < 


- 


"A 


3} 


+ Mp 


1 


圭 


mm =n) (me +) : 15. 
也 就 是 只 要 永明 以 下 两 个 方面 : 


《CD. 求 能 : mmm 一 2) (mm? 十 2) : 3. 


观察 mnCm -一 022) 一 Im (Cm 一 二 一 (mn —1)] 
—n(m 一 ?2 一 mMN NN), 


由 瞄 尔 有 定理 知 : mm : 3, nn : 3. 


.因此 mCm? 一 m2?) ; 3, 也 就 是 训 , mnCm? 一 2”)(m? + 7 3, 


(2) 求证 : mm 一 N27) 十 n?) ;5， 
观察 mn —n:) (ne 十 n2) 一 mm mM —n’) 


=—N(m’ 一 ?20 )— mn 一 入 ) 


因为 mm 和 ns 一 Nn ;二 ,所 以 


mn(m? mn) Cm 十 92) : 58， 


因此 mn(m’ m2) (Cm? 十 2) : IT5 


粽 上 所 六 , 即 媳 明了 abe : 60. 


下 面 几 个 问题 , 留 栓 苦 者 糠 习 .、 

. 求 胜 : 整 值 多 项 式 f(n)==n 一 n 3 30。 

. 求 枉 : 整 值 多 项 式 Fn) 一 me 一 mi42. 

. 设 |4|、|2| 是 大 于 5 的 质数 , 求 栈 : “i120. 

,发 |c|、 154 都 与 5460 互 质 ， 求证 : a 一 bY ; 5460. 

. 设 %、 6 是 任意 两 个 整数 ， 求证 : ab(Cas 十 5) Cas 一 bs) : 28. 


S3 借 定 理 “o" 一 态 : : a 一 "解决 的 问题 


Fp 


人 


定理 a、5 是 整数 ,对 于 任意 的 正 整 数 "， 有 


a"—b" :a—b, 

oa—b 

( 直 个 二 理 在 中 学 代 具 本 中 已 介 和 过 ,这 里 就 引用 了 。 ) 
推论 1, 对 于 任意 的 正 偶数 % ,有 


-or ob 十 sense ,二 ob bi 。 


89。 


0 一 0 : atb, 


CC 十 六 
2. 对 于 任意 的 正 奇 数 ,有 
oe" 十 及: 十 0， | 
"Hb pm 
昌 和 re b+ 十 (一 工 )" 一 40 一 :1 
例如 ，/(n) 一 2" 一 1 :24 一 1, z 
又 如 ， 可 断 症 7 一 16 能 截 5 整除 ,也 能 长 9 整除 〈 因 74 一 16 
7 
例 1 如 果 久 是 非 负 整数 ,求证 : 
i fln) =8+t2 4 62+ 14 | 
、 四 Dt, 由 推荐 2 知 : f(n) : 9 十 5。 也 就 . 
例 3 各 果 包 是 非 负 整数 , 求 有 
fln) =8"t 49"+1.: 73, 
征明 因为 ”fl(n) 一 64.8"+9.81" 
9.8* 二 9.8T 
和 —73.8"+9(81"—8"),，  . 
而 8 一 8 81 一 8， 也 就 是 31” 一 8" : 73， 所 以 fn) : 7, . 
例 3 如 果 是 非 负 整数 ,求证 : : 
jn) 一 全 一 5 ; 39, 


目 ttn oo 二 (一 了 


% - 


二 ~ 


开明 -一 : 
因为 fm) =8" St 60", 
又 512=1839+6, 所 以 
、~ fln) =18: 39.8o 5:8"— 56 
=18.89.8" 5(8"— 5"), z 
是 然 , 8”* 一 5 一 642" 一 25 ; 64 二 25, 所 以 fin) : 89， 


” 例 4 如 果 半 是 非 负 整数 , "是 任意 整数 ; 求 诈 : 


一 0 十 (二 1 村 十 % 十 工 

证 明 ”因为 f(n) 

=a 0 (gt1). (ot+1)” 

一 o2， a"+(at+1) (Cat2at1)" 

= (a 二 1)Co 二 2g 二 1)"+ar(a’ 十 24 二 1)" 

—Q(a’ 9a+1)" aa 

=(@+atl)(e F221)" te oat 

显然 ， (2429841)" a : gr+atl. 因此 
fln) ; otatl., | 


“ 注 例 2 就 是 这 个 例子 的 特殊 情况 


例 5 如 果 是非 负 整数 , 求 证 : 
.fl(n) = 3。 Bert Osnt+1 : 1T7 


证 明 因为 f(n) 一 15.25" 十 2.8" 


一 17。 26"—2. 25" 十 2。 8 
， 一 17.25"_ 2[25"_ —8" |， 
显然 ,25" 一 8* ; 17.。 因此 Fn : 17， 


、 - 例 6 如 果 呈 是 非 负 整数 , 求 征 : 


(n) = nt nt : 298 
f . 


”征明 因为 fm) 一 "tt 十 18:29 


-5. 25"+18. 2 
、 一 23， 25" 一 18(25* 一 28) 、 
显然 , 25" 一 2 ; 23， 因 此 Fn) :28。 
例 7 如 果 %% 是非 负 整 数 , 求 钙 ;: 
fn) = 2 十 2snte 十 33。2ent+s 二 27.32s+1 十 28.8an43 
十 中 ,3z+a ; T892 


”证 明 因为 1892 一 22.11.43, 裔 f(n) 一 叶 . 及 (n), 于 是 内 ! 圳 钙 明 : 


fn) 一 2 二 2 十 3 20013 二 25 82nt14 2 827+1 


i 


十 3 ; 11.48， 
事实 上 ， 户 (mn) 一 (中 十 2 十 82)2en+3 十 (25 十 2 十 3 73 
=48(2%m+: 4 8") 
: =48(8"+++ 8"+!) ; 48.11, 
例 8 如 果 是正 整 数 ， 求证 : 
加 Fo) 一 6aon+t 十 Bat- : 3831. 

。 诅 明 ”因为 5o+: 与 31 互 质 ,所 以 只 需 臣 明 : 、 
户 (一 87 一 80 十 5 : 81, 
因为 户 (n) 一 30.30:o 十 52 

-31. 30m 一 [(30)" 一 Gn z 
这 样 就 需 王 明 ; (30)" 一 (80)" : 31， 因 此 也 就 只 需 医 明 : 
301°— 521 ; 81, - 
因为 30= _T (inod 31) 所 以 30*==1 (mod 81); 
-因为 号 一 125=1 (mod 31), 所 以 5! 二 1 (mod 31).， 
”于 是 30 一 8:=0 (mod 81). 也 就 是 谣 , 30: 一 5 :31 
事实 上 ,根据 同 余 的 性 质 ,立刻 可 以 鞍 明 : 户 (") ; 31. 
.， 因 为 80= 一 1 (mod 81), 而 10n 十 1 是 一 个 奇数 ,所 以 
和 ~ 8017s=—1 (mod 31). : i 
因为 =I (mod 31)， 所 以 5:"=1 (mod 3 于 是 801%+1 寺 

S21 0 (mod 81). 就 是 说 ,有 (nm) :.31. - | 

例 9 如 果 克 是 非 负 整数 ， 求 蓝 : 

Fn)=2"ts—7n+41 : 49, 
眶 明 ”因为 (nD) 一 (8 一 7n 一 8) 十 49, 而 
B"H Tn—8—(8 I) nt1)7 
(8D +eT + ss 十 8 十 1 一 CD7 
一 人 (3 十 8 十 es 十 8 十 1 一 J 一 n) 
| 一 7[(8" 一 ]) 十 (8 一 1) 十 …… 十 (8 一 1)]. 
显然 ，(8" 一 1) 十 (8 一 了 ) 十 nt 十 (8 一 4) 7。 
。142 。 


因此 8 一 7 一 8 : 49, 也 就 是 Fn) : 49， 
上 面 这 种 类 型 的 题目 ， 大 多 可 用 数学 归 精 法 加 以 荡 明 的 ， 兹 举 几 个 
例子 于 后 . . 
例 1 用 数学 归 精 法 证 明 : 
如 果 ”是非 旬 整 数 , 那 末 An) 一 8 “十 9” :73， 
征明 
1. 当 n=0 时 ， 显然 , f(0) 一 8:+9- 73 : 73. 
- 2.- 设 7b) :73, 靳 明 : 7 十 1 : 78. 
因为 Nt 十 1) 一 8S*+s 十 928+3 
=8.8*+? 81.9%+1 
一 8(8x+? 十 g2k+1)y .73.02+1 
=—8.f(6)+78.9%+!, 
”由 假设 (4) : 73， 因此 f(% 十 1) : 73. 
” 烷 上 所 迹 , 就 证 明了 : 如 果 % 是非 负 整 数 , 那 来 fn): : 73， 
“~ 例 2 用 数学 归 酚 法 狂 明 : 
如 果 ? 是 非 负 整数 , 那 来 
fn)=a tat1) mn. wot1, 
证 明 
1. 当 n 一 0 时 ,显然 , (0)=@? 二 a 十 1 ;gr+atl。 ~ 
2. 发 所 0) : 十 4 十 1 证 明 ; Ak 十 1) :十 4 十 1。 
”因为 AD 
.oz 十 (CC 二 1? ‘(atl | 
一 cot 十 (az tat Dat tooT lt z ~ 
er? (etl)w toatlarl) re 
f(b) + Catat+1) atl), : 
由 假设 (4) : ?十 4 十 1， 因此 4 十 1) ; @* 十 a 二 1. 
” 粽 上 所 迹 , 就 莉 明 了 如果 是 旨 负 整数 ， 那 末了 (n) : etertl, 
例 3 用 数学 归 精 法 得 明 ; 
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“和 如果” 是非 负 整 数 , 那 末 
fln) = -2 49, 
证明 
1 当 n=0 时 ， KO) 0+ : 49。 
2, 谤 /(#) : 49， 县 明 : f(b 十 1) : 49. 
因为 fk+1)=21 -7h 二 1) 十 和 1 
一 8.93ts_7% 十 41 一 7 
0 
=f(£)+7(8*+1—1), 
由 假设 用 %) : 和 9, 而 7(8”™ 一 1) ; 7.7, 因此 fk 十 1) : 49， 
粽 上 所 述 ,就 莉 明 了 ， 如 果 7 是 非 久 整数 ， 那 来 f(n) : : 49, 
下 面 几 个 有 间 题 , 留 答 访 者 杆 习 . 
1. 设 % 是 非 负 整 数 , 求 卜 : 
fn) nntl1) (n+l1) : 8, 
2. 仙 ?是 非 鱼 整数 ,求证 : 
~ fln)=3"T + AnT : 18, 
8， 酸 ”是非 负 整数 , 求 媳 : 
四 jn) 一 Ile+s 十 122n+4 ; 188, 
“4. 设 n 是非 负 整数 ,求证 : 四 
四 nm) 一 222n+2 十 3zm+a ; 13, 四 
5。 设 ”是非 负 整数 , 求 十 : 。 、 
f(n) =3"1—8n—9 : 64， z 
6. 屋 几 是 非 负 整 数 , 求 牙 : 
Fn) 一 834 40n 一 67 : 64。 . 加 
7.。 改 ”是 非 负 整数 , 求 诈 : 四 
on) 一 72o31 一 48n—7 :288， 
g. 设 1 是非 鱼 整数 ,求证 : 
fen)= 324 十 160n2 一 56n 一 -243 ; : 512 
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方程 
- 所谓 不 定 方程 ,是 指 的 未 知 数 的 个 数 多 于 方程 个 数 的 那些 方程. 例 
”如 ,万 程 / 
z av+oy=6, 
8 十 07 十 02 一 以， 
- Ot 


: av +bovy+cy +art+ey+f=0 
等 等 ， | 四 
”研究 整 系数 不 定 方程 的 整数 解 ， 是 数论 中 的 丰富 且 有 趣 的 间 题 之 
另 一 方面 ,关于 不 定 方程 的 讨论 是 异常 的 繁 理 与 复杂 ,甚至 有 着 不 
. 少 极其 困难 的 间 题 ， 基 于 这 个 册子 的 性 质 ,. 只 可 能 介绍 一 些 稍 单 的 情 。 “. 
” 形 : 整 条 数 二 元 一 次 方程 的 整数 解 ; 景 简单 的 三 元 二 妇 方 程 的 整数 解 》 ， 
一 占有 各 咯 志 及 一些 娄 尔 局 大 省 理 的 知 训 


§ 1 整 系数 两 元 一 次 方程 的 整数 解 


1. 焊条 数 方 种 oz 十 到 一 。 存在 整 妆 解 的 充分 而 且 必要 条 件 
定理 屋 <(s0)、 5(s0)、" 是 整数 , 那 末 
air CD 

仙人 1 

c :4.。 [这 里 4=(lal; 18|)] 

证 明 关于 条 件 的 必要 性 : | 
”如果 (了 ) 具 有 整数 解 Vo，Yo， 叉 设 . 
| d=dgi, 5=dqs， [显然 , (lg:|， 1q:1)=1 
se “年 是 dl(qwot gyo) = 6. 
“因此 推 得 : cd， | 
下 于 条 件 的 充分 性 ,E 因为 在 下 一 章 中 会 有 交代 ， 这 里 就 先 承 多 g 了 书 : 
“145。 


的 正确 性 
例如 ， 可 以 用 吕方 各 47 十 6y 一 7 没有 整数 解 


因为 (4, 6) 一 2, 而 7 了 不 能 被 2 整除 . 
又 如 ,可 以 断 车 方程 2% 十 3y 一 4 一定 月 整数 解 ， 
。” 推 萄 方程 z+byd [d=~(|a|, 151)] 一 定 有 整数 解 ， 
”特殊 情形 : 如 果 (|e1，|21)=1, 那 末 ez 十 0y==1 一 定 有 整数 解 ， 
这 个 “特殊 情形 ”, 容易 指出 它 的 价值 (在 某 些 书 上 , 多 有 以 它 为 者 
础 ,来 推导 出 诸如 第 一 痊 中 的 一 些 定理 ): 


2 ; 60.” 可 谣 明 如 下 : 


”对 于 互 盾 的 两 正 整数 a、 5 ,已 知 一 一 定 存在 整数 vw、 Y, Went yl, 
半 ， 县 ?要 力 各 的 两 得 


acv tt bey = 56, 
在 这 个 方程 中 ;左边 的 两 项 都 能 袖 5 整除 ,所 以 e : 


对 于 互 质 的 4、 5b, 一定 存 在 整数 z、y， 使 
。 .av+by=1. : 
-于 是 | oz 二 io 

如 果 (ac， 6) =d>1, 由 上 上 式 ， 就 得 到 。: d. 这 样 ,由 “6 de :od 
就 得 到 0b， 0c)>1. 显然 ， 这 与 已 知 条 件 是 矛盾 的 ， 因此 

(ac, 6)=1, 、 : 
2. 束 系 数 力 各 0 十 5y 一 整数 解 的 公式 
”如 果 整 系数 方程 ew 十 by 一 5 具有 整数 解 ,当然 应 月 : :lal, 51). 


届 zzo、4。 是 整 系数 方程 


2 Lel， 151D)= 匡 加 - (Iy - 
的 菜 一 租 泊 数 解 于 是 . 和 
rot byo=o, 四 


edT46。 


例如 ,定理 “对 于 正 整数 <、5、c,， 如 果 co ,Ho, -La 


如 ,定理 “如 果 g、% 都 与 互 盾 ; 那 林 (ce， Eee 


四 .因此 这 里 研究 aw++ by= “的 杞 数 解 问题 ,不妨 首先 假定 (19| ， bl)=1. 


四 "各. 


这 样 ,可 得 :  、 xc 一 Zo) 十 0 一 yo) 一 0. 


也 就 是 


4 一 yo 十 -一 一 czo 一 2 


向 整数 值 r， 要 得 到 整数 值 y; 应 使 : 
a(ro—m) :0,. | < -> 
而 (al， 161)=1, 所 以 只 需 使 : ze 一 : 5， 
酸 m (t 是 整数 ), 于 是 得 : z 
v=o—bt, y=Yytat, - 《II) 
0 1 ta) | 
.这 革 明 如 果 方 程 (1) 有 一 粗 整 数 解 ze、%。， 于 术 世 的 -要 驮 多 
可 由 关系 式 (II) 求 得 . 
. 这 个 事实 ,可 以 检 险 如 下 : 
设 i=， 得 到 一 租 值 zx,、yi: 也 就 
2 一 Oo 一 py 4 一 4 十 色 


可 以 聊 证 ， 这 租 解 是 一 定 适合 方程 (I) 的 . 


事实 上 ， | ‘aw1i+ bY 
=—a(vo—bt) + oC YT ot) 
rot byo. 


已 知 Qwest byo = 0, 因此 4a21 十 0%x 一 C， 


8 方程 uz 十 如 = 一 租 特 殊 的 整数 解 的 求法 “ 


我 们 已 胡 知 道 ， 求 az 十 到 一“ 的 一 切 整数 解 的 问题 ， 归 村 成 只 需 
要 求 出 它 的 一 租 特 殊 的 整数 解 ， 这 是 个 不 很 困难 的 问题 ， 慈 举 几 个 例 
-于 后 ， 


例 1 求 方程 70 一 4y 一 2 的 整数 解 . 


”以 = 融 示 系 数 较 小 的 9， 得 


77 一 2 
4 和 


* 147% 


我 们 观察 上 式 ， 当 y 取 什 么 整数 值 时 ， 使 对 应 的 y 得 到 整数 值 . 
很 清楚 ， 当 w 一 2 时，7z 一 2 ; 4 


也 就 是 品 ， 一 开 (， 2 一 一 2)=3. 


于 是 ,方程 的 一 租 特 殊 的 整数 解 求 得 .由 上 节 可 知 ， 方程 的 一 切 整 . 
” 数 解 可 由 下 面 的 公式 给 出 : 


X 一 2 十 作 ， yy 一 8 十 (# 是 整数 ) 
例 2 求 方程 7 十 19y ==213 的 整数 解 . 
以 y 天 示 系 数 较 小 的 x, 得 : 
| | 站 213—19% | 
7 


1 将 上 式 分 出 蓝 式 ， 就 得 到 : 


= 30_ 2y 十 3 到 


四 。 因此 , 当 是 整数 的 时 候 ， 要 使 对 应 的 5 也 是 整数 ;就 必须 二 (3 一 59) 
“是 整数 .， 

于)=m (m 是 整数 )， 

于 是 有 四 8 By~ 7m. 

”于 是 9- -mo 一 一 十 言 G 一 —2m). 

因此 要 使 上 式 y 的 值 是 整数 ， 只 需 技 出 使 (3- 2m) :5 的 整数 加， 
显然 ,这 可 以 取 m= —1. z 

根据 二- Tm)., (213 一 19y), 

得 到 : 本 y= $3—7(—1)]~2, 

5 一 地 (213 一 19.2) 一 25， 


je ， . 


当 4 的 值 是 整数 时 ,要 使 * 的 值 也 是 整数 ,必须 


因此 方程 的 一 切 整数 解 可 由 下 面 的 公式 栓 出 ; 
X 一 2 一 %，% 一 2 十 74。 (是 整数 ) 
例 3 求 方 程 15z 十 28y 一 185 的 整数 解 . 


把 原 方程 变形 成 : z 一 -二 (185 一 289) 
一 (2 一 27) +35 (+2y). 


[这 样 的 变形 ， 比 “z= De 


来 得 为 便 ， ] 


由 y 的 整数 值 ， 四 得 所 对 应 的 整数 值 。， 那 洒 亩 (529) 必须 是 
，. 整数 . 
设 / 让 (5+2y)=m, (m 是 整数 ) 
， 于 是 得 : z . y= (lm—6) 


一 (7m 一 2) + 地 Cm—1). 
很 明显 , 当 m=1 时 ， y 二 9. 于 是 
. 19-2.)+ 亩 (512:5) 一 3， 
因此 方程 的 一 切 整 数 解 可 以 由 下 面 的 公式 栓 出 : 


wz 一 8 一 28f，y 一 5 十 15t7(t 是 整数 》 
例 4 求 方程 23% 十 53y 一 109 的 整数 解 ， 


。 把 原 方程 变形 说: “一 -二 (109 一 58y ) 


“1 
=(6— 2 — L066 


“149。 


6 十 7y : 23. 


今 叙 。 (6+7y) 一 mm.《m 是 整数 ) 
| . " 1 
1 
一 《8 各 一 二 十 却 (2m 十 1)， 
要 使 2m 十 1 ;7, 可 以 取 w=3, 这样， 
y 一 (9 一 1) 十 地 (2.3 十 切 一 9， 


一 5 一 J8 一 8 一 一 16， 


此 放 和 的 一 要 总 娄 角 可由 下 而 的 公式 给 由 
一 一 16 一 581，y 一 9 十 231 是 整数 ) 


人 例 5 求 方程 7z 十 9y 一 一 385 的 整数 解 、 
方程 两 边 各 除 以 了， 得 


y=6. 
z 十 二 9 


”要 得 出 一 租 sy 的 整数 值 , 必须 9y : 7。 这 显然 只 要 取 y=0 就 


合适 了 于 是 “一 5， 


因此 种 的 一 要 区 解 可 由 下 面 的 公式 村 上 


访 了 下 一 章 的 关于 过 分 数 的 应 户 后 ， 可 以 甸 半 数 二 元 -天 


”” 程 一 组 特 殊 整 数 解 的 一 般 求法 ， 
.4. 方程 af 十 by==c 的 非 负 整数 解 的 租 数 问题 
可 可 系数 方程 


% 一 0o 一 只 ， Y= yo 十 以 ， (t 是 整数 ) 
为 了 便 *、y4 得 到 非 负 值 ,应 使 下 面 两 不 等 式 成 江 : 
ad150。 


ev 十 by 一 c (不 妨 届 oo) (1) 
i 的 一 租 特 殊 的 整数 解 是 zo、y。， 于 是 z . 


四 5 一 00， 加 十 at0， 
， > 一 也 就 是 Sm, ty, 四 (11) 
| 下 面 进行 这 方面 的 讨论 ， 上 
~ (1) 当 5<0 的 时 候 : 
| 因为 5<0, 于 是 由 (IT) 得 到 : > 全 ，{ 守 一 如， 很 明显 ,适合 上 
””“ 面 两 个 同 向 不 等 式 的 整数 值 i 可 找 出 无 限 个 ,这 就 得 到 了 方程 (1) 的 无 
- ，“ 限 租 非 负 整数 解 。 因 此 当 6<.0 的 时 候 ， 方 程 (1) 的 非 负 整数 解 有 无 限 
”多 租 | z z .i : 
— (2) 当 5>>0 的 时 候 : 
《i) 如 果 c<0, 显然 ,方程 (1) 没有 非 负 整数 解 。 
一” ” (站) 如果 c=0, 那 末 方 程 (I) 有 且 仅 有 一 租 非 负 整数 解 : % 一 0，. 
y=0,. - 
“ (111) 如 果 c>>0; . 
z 我 们 注意 : avotbyo=0>0. 
“” … 那 末 i aro> —byo, 
因为、 5 都 大 于 0 所 以 得 : 
Vo、 Yo 
b a 


另 一 方面 ,因为 a、6 都 大 于 0, 由 (ID 可 得 : 


t < 2, t > 一 ~ 
. 全 


于 是 yt Cy ~ 


b . 


z 这 就 雪 示 ， 当 t 的 值 取 一 -与 -下 之 间 的 某 一 整数 的 时 候 ， 方程 


(加 可 得 到 一 租 莫 负 束 数 解 a : 
就 是 一 -和 与 之 间 的 整数 的 个 数 (当然 ， 如 果 一 -和 上 下 之 间 不 存在 


- - 161L。 


”下 数 , 这 就 类 示 方 程 (1) 沿 有 非 负 整 数 解 ) ， 
”例如 ,可 上 断言 方程 2 一 3y 一 17 有 无 限 绷 非 负 整数 解 ， 
因为 这 里 = 一 3<0, 而 4=2>0. 
又 如 ,可 断定 方程 42 十 5y== -7 没有 非 负 整数 解 ， 
”因为 这 里 w 一 4>0, 5=5>0, 而 c= 一 7 一 0， 
再 如 ,方程 包 十 5y 一 0 有 且 仅 有 一 组 非 负 整数 解 : 
Z 一 0， y=0, 
例 1 求 方程 36 十 7y = 55 的 非 负 整数 解 的 租 数 . 
我 们 能 够 找到 它 的 一 组 特殊 的 整数 解 是 : 
vo=16,， yo 一 工 . 
代入 (IIT) , 即 得 : 
| > 
z -< ti <. 
: “显然 ,适合 上 式 的 整数 值 有 且 仅 有 下 面 的 三 个 : 
. 0、1、22. 
”因此 方程 有 3 胡 非 负 整数 解 : 
如 果 以 0、 寺 ， 2 分别 殖 代 以 下 公式 中 的 
| z 7 = Vo— bt, Y= Yot at, 
于是 但 = 租 关 负 六 数 解 加 下 ; 


v=16, X99， z=2, 
{3 {, 4; { 7 
例 2 求 方程 Bo 十 4y 一 3 的 非 信 整数 解 


容易 找 出 它 的 一 一 组 整数 解 : £5。= 一 ]，y。==2. 代入 GID， 即 得 : 
“显然 ,没有 整数 值 ; 能 适合 上 式 ,因此 原 方 程 没有 非 负 整数 解 
对 于 整 系数 二 元 一 一 次 方程 的 非 负 整数 解 的 往 数 问题 ， 有 下 面 的 定 

理 可 以 利用 . 
152 。 


+ 


的 非 负 整数 解 的 粗 数 是 : 


在 所 这 定理 之 前 ,我 们 先 克 悉 一 下 几 个 有 关 的 概念 
到 号 [4] 下 才 : 不 大 于 实数 的 最 大 球 数 .例如 [4 二 |] 二 


66 [2]=0, [一 区 | 一 一 8，LV 习 1 [一] 一 一 4 等 等 ， 


-显然 ,整数 [4] 与 实数 和 之 问 具 有 下 列 关 系 : 。 
[A1< A<[LAJ+L. 
如 果 设 4=[4] 十 ac.( 显 然 ， 0<a<D), 刘 负 烙 & 也 是 做 实 才 4 的 - 
小 数 部 分 ， 记 作 {4)， 


0 人 《VD 一 V3】 等 等. 


这 里 不 准备 展开 有 关 这 个 屋 钨 的 计 论 ， 而 仅 提出 下 面 的 性 质 : 
如 果 a、5、……、L 都 是 实数 , 那 末 
{et bt HO 
证 明 因为 | 
- & 一 fc] 十 {cy，0 一 [0+ (0), [+ 他， 
那 末 [c 十 ? 士 …… 十 如 
a | 
一 [4] 二 [四 十 …… 十 [站 十 [fa} 直 {0} 二 ene 寺 的 J。 
因为 [{@} 十 {8) 十 …… 十 {人 ]>0， 所 以 得 : | 
[十 下 十 十 中 >>[o] 十 [十 ee 十 [如 . 


定理 ” 沪 程 0 十 0 一 0 四 四 GD) 


[4、5、c 是 正 整数 , 且 《a, 8) 一 1] 


[ 司 和 加 hr， 


证明 谤 mw、g 是 方程 IT) 的 一 组 特殊 整数 解 , 已 经 知道 ,要 求 厂 - 
程 (1) 的 非 负 整数 解 ,只 需 取 整数 值 +， 使 下 面 的 不 等 式 成 立 : 
153 。 


四 yr . 


i 因此 当 一 -各 是 兹 数 时 ,方程 1) 的 非 负数 解 的 相交 是 : 四 


-< 上 二 站 (ITY 


也 


显然 ,方程 (I ) 非 负 整数 解 的 租 数 ， 就 是 适合 上 式 的 整数 值 :的 个 
” 数 .下 面 进行 讨论 . 


(1) 如 果 一 -如 是 整数 ， 
这 时 适合 ( 工 ) 的 整数 值 1 的 个 数 是 : | 
EC 


= [| +1 / | i 


-= [+ z | | | ~ 


| [ 态 |+ 1, 四 ， . 一 
(2) 如 果 一 此 不 是 整数 / : 
| 一 如 -|[- 和 |+ (0<ac) ~ 
这 时 ,要 求 适合 ( 芽 ) 的 + 的 整数 值 个 数 ， 座 只 名 求 适合 下 式 的 ;的 oo 
整数 什 个 数 : : 
[- 笃 |+1< i < 
因此 + 可 取 的 整数 值 个 数 是 : . 全 
-人生 直 + 一 
-富生 -e+ - 


14， 


[tb 4 -ii 
=-[ 态 +a]-1+1=[ 访 +a]. 
” 设 方 =| 广 |+P (0<p<1), 因此 
[ 误 + oj-[[ 厅 |+z+e 
-| 高 言 ]+tet : 


因为 0 之 a<1， 0<w<1, 于 是 9<at p<?. 因此 如 果 og 十 zl, 


“可取 的 整数 值 的 个 数 是 : |- |+1. 


| 也 就是 通 , 方 各 (1) 的 半 负 束 妆 解 的 租 玫 是 : | 二 | 


如 果 a 十 5<I, 可取 的 整数 值 t 的 个 数 是 : [二 | 
。 也 就 是 冕 ,方程 (1) 的 非 负 整数 解 的 起 数 是 : [全]. 


- 例 1 决定 方程 sz 十 7g 一 5 的 非 负 整 数 解 的 租 数 . 
已 知 vo=16, yo 一 一 了 中 方程 的 可 特 珠 可 林 解 这 里 


他 
2 13。， 27、 本 
了 + 可 一 > 因此 方程 的 间 负 整 效 解 的 租 / 


， [tds. 


” 例 2 决定 方程 50 十 惫 一 3 的 非 负 整数 解 的 租 数 ， 


已 知 zo= 一 1, yo 一 2 是 方程 的 一 租 特殊 的 整数 解 


汶 里 z 0 t+， Ba 5 
_ C 3 3 3 
而 证 站， 


由 于 4a 十 p 一 记 十 地-<1， 因 此 方程 的 非 负 整数 解 的 租 数 是 : 


C 
[二 |=0. 和 
多 元 的 整 系数 一 炊 方程 的 整数 解 间 题 ， 可 以 归 精 成 两 元 的 整 系数 
“一 区 方程 而 获得 解决， 这 里 对 它 不 再 作 深 入 的 探 计 ， 仅 提供 下 面 的 定 


下 条 数 访 程 - z 
z nt : (I) -~ 
4 : : 和 
: 0: d,s, [d=(lo|, asl, oo, maD3 人 
证 明 人 的 
- 如果 方程 (1) 具有 整数 解 、 ws、…… a 
ae 一 qn.( 这 里 gi 是 非 需 整 数 ) 于 是 ， i 
， | . dC gr gateat "ee 二 gntn) = cn. 
” 这 样 od - 
关于 条 件 的 充分 性 :应 用 数学 归 稍 法 ， 
“(1) 当 m 一 2 的 时 候 , 断 车 显 然 成 立 . | 
2) 当 m 的 时 候 , 如 果断 言 成 立 , 即 假定 : 当 0 : 的 时 仿 , 广 | 
和 - 程 -4az: 十 aazs 十 十 Ga 一 人 有 整数 解 . 
”我们 眶 明 :; 当 ?% 一 4 十 工 的 时 候 ， 断 若 也 成 立 . 也 就 是 脏 明 : 3 
ours: : ds 的 时 候 , 方 程 
Qi 十 waga 十 a 二 as 二 oo ay 
也 有 整数 解 ， 


as 156。 四 站 ~ 


因 为 0 一 (| cj， cs:|， Pe" > jaxl), 所 以 


| pir= (Na! 》 [as (ar ) = (i, [axrl). 

而 errr ; dp41， 因 此 下 面 的 方程 有 整数 解 : 
ee - dit OppiVkr1 = Cpt1e : “(111) 
。 设 这 个 力 程 的 一 租 整 数 解 是 : f、 4 z 

re 另 一 方面 ,由 假设 知道 
iv 十 Qa 十 soe Te 
2 有 整数 解 ， 没 这 租 解 是 : Vy、V2、'…“*、Vp。 也 就 是 
: d, 一 waox 十 aaoa 十 : ‘os i 
ms 把 上 面 的 结果 代入 (TIT 得 : 
Qi VE) TG Dot) + QCVt) tart = Ceri 
一 了 ”Uy = w=, 显然 Wi、 Ws、 
as as 也 就 是 方程 (II) 的 整数 解 . 、 
孙 合 上 玉 , 也 就 是 诈 明 了 定理 的 成 立 . 


2 三 按 是 整 妆 的 直角 三 角形 的 解 
i EA 
i 角 三 角形 ; | | 

“对 于 十 久 二 如 果 (x?, y) 一 d>1， 那 末 4 也 一 定 是 :的 简 数 。 
“因此 求 方程 ”+ 六 ~* 的 正 整 数 解 , 可 衣 (x, y) 一 1 (这样 ， 可 推 : 
AR ， 知 (y， z)=1, (z, w)=1]. : 


容易 指出 4%、y 中 必 有 一 候 数 . 不 然 ， 如 果 > 和 4 都 是 奇数 ， 那 来 


“ 奇数 还 是 偶数 ， 总 不 可 能 用 三 2 (mod 全 ， 这 就 指出 了 Y、 y 中 一 害 | 
“有 一 个 是 偶数 ， 显然 ,其 余 的 两 个 应 变 痢 是 奇数 : 
~ 定理 方程  . 7% 2 ~ . (DD. 
四 [这 里 (sz, y)==1, 且 珊 z 是 偶数 ] 和 
的 正 整 数 解 ,一 定 可 以 表示 成 : 


667。 


人 2 二 (mod 4) ， 也 就 是 2 十 仿 于 2 (mod 4), 然而 不 奏 z 的 值 是 


0 一 2 加， 外 一 名 2 一 72， Z 一 7112 十 ?2 . (11) 


[这 里 m、 nn 是 正 整 数 ，m>n， Cm, n) =1, 且 %、 "中 一 个 是 奇 
” 数 ,一 个 是 偶数 .] 

反 过 来 , 形 如 (IT) 的 三 个 数 ,一 定 适 合 广 重 (D)。 
， 证 明 


(可 以 变形 成 : DC) 


($) -人 3 am 


而 -5 全 ，- 业 都 是 正 整 数 , 且 

(过 和 ， Ee (z, y) =1. 
“因此 , 当 也 只 当下 面 的 条 件 下 , IIT) 才 成 立 .就 是 ， 
z ZTY 2 LY ns 
2 . ”2 


| [这 里 m、n 是 正 整 数 ,mm>n， 有 (Cm, n) = 17 


因为 wi 十 中 一 z 而 是 奇数 ,因此 在 mm、m 中 必须 有 二 个 是 奇数 


: 另 一 个 是 偶数 
粽 合 上 迹 ， 就 得 (IT); 


T=2mm, 4/ 一 712 一作 = m+n, 


[这 里 训 、n 是 正 整 数 ，m>n， Cm, %)=I, 县 m、 " 中 再 一 个 是 


奇数 ; 一 个 是 偶数 .] 
反 过 来 , 形 如 (IT) 的 三 个 数 ,一 定 适 合 (IT); 
因为 s+ Dmn)’ tm —n’)s 
mn = ~ 


应 该 指 由 , 数 粗 %、n 与 上 和 VY 是 一 一 对 应 的 : 


不 同 的 数 租 mw、n 对 应 着 不 同 的 数 粗 x、y、z. 关于 这 一 点 是 极 明 z 


显 的 . 反 过 来 ， 如 果 数 租 %、y，、 `* 对 应 着 数 租 m、 n, 六 对 应 着 数 租 Wa 


。158 。 - 


| / , ， 
ep v= 2mN, y= Mm —n’, 2 一 人 十 多 )} 
2 2 2 ， 
同时 ， t=2mini, Y=MmMi Ni = 十 9 。 


- 。 出 : om, m3 » 


-~ 得 到 MMmMi, 

| , 既然 m、 ms 都 是 正 整 数 ， 因此 m=m. 同 理 可 证 %=ni. 
警 如 : 
| 以 m=2, n=1 代入 (TD， 得 到 方程 (1) 的 一 租 正 整数 解 是 : 
以 mm 一 3， n-2 代入 (TD ;得 到 故 程 (的 -- 棚 正 区 妆 解 是 : 
TT v=12, y=56, z=18. : 
m4, n=3 代入 (ID ,得 到 方程 (D) 的 一 组 正 整数 解 是 : 
Ey ， w=24, y=7,. z=25., 

- 下 面 再 介 烛 一 种 持 边 是 整数 的 直角 三 角形 的 解 的 公式 - 

我 们 知道 ， 对 于 实数 纪 一 定 龙 找到 护 ,使 


teoL et 
es 


RR _ 作 塘 眉 04, 使 与 坐标 轴 0 的 夹 角 为 a， 由 4 训 作 0 开 的 下 楼， 
吉本 是 为 B. 于 是 构 克 了 直角 王 角 开 AOB. z 


i 设 04=z，AB=x，0B=y, 那 末 


和 i159 * 


人 一 多 Sin w，、 4 一 200S0 


2 说 3 9 
于 是 ， sina=— 2 -和 
2 
1—tg’ 
co8 w 一 一 - 2 工 一 志 


十 te 全 1+é 


. 2 - . _ 1 M 
| 和 “一 了 六 2 4/ FE z， 
. 效 样 就 得 到 如 下 的 公式 | 


of -I z 
如果 取 是 整数 (i 车 0、1、 一 攻 ， 由 上 式 训 可 以 得 到 三 边 为 的 加 
， 疹 角 三 角形 的 解 。 z 
” 注 - 我们 是 以 [z|、|y|、 | 作为 直角 三 角形 三 边 的 . 
. 警 如 取 + 一 2 的 时 候 ， 和 到 各 下 的 种 


~ v4, [yl=3, 2=5. 

i 取 二 4 mT z 
z z=8, |y|= 5, z=17. 可 
到 二 5 的 时 候 ， 可 得 到 如下 的 解 
z 一 5， |4| 一切 ，z=13， ”| 
取 i 一 6 的 时 候 ， TT 
v=12, [iy| =85,，z=37. 

8 方程 只 + 术 = 节 的 正 整数 解 一 


”前 面 已 提 到 过 的 17 志和 法 国 大 数学 家 费 尔 必 《Fermat 1601— 
1665) 信 有 过 如 下 的 论断 (通常 中 做 费 尔 局 大 定理 ); 


,160， . 


过 和 


“方程 yy 一 2 Ce> 人流 有 正 整 数 解 .， 
尽管 他 自 已 鹏 有 一 个 证 明 方法 (没有 公开 )， 然而 ， 以 后 的 数学 家 们 z 


”对 于 训 论 断 的 且 阴 始 禾 没有 找到 .有 没有 “证 明 ”, 到 个 夫 还 是 最 案 .[ 值 ” 
得 指出 的 是 :历代 优秀 数学 家 们 为 了 证明 这 个 沦 断 ,不 知 耗费 了 多 少 精 
力 . 虽然 到 今天 没有 获得 彻底 解决 ,可 是 却 得 到 了 另外 的 收获 ,就 是 在 


数论 上 开辟 了 新 的 园地 . 例如 , 数学 家 康 米尔 (Kummer 1810 一 1893) 


在 薄 明 该 葵 断 的 过 程 中 ， 建立 了 “理想 数论 ”， 这 个 发 现在 数学 的 发 展 上 的 


起 了 巨大 的 作用 .] z 
对 于 尔 叱 定理 ， 要 有 成 弛 的 数学 家 全 指出 : 如 果 想 用 完全 初等 的 


即使 对 前 的 是 当 ; n 是 一 此 入 天 类 值 时 ,关于 定理 的 有 本 ,也 会 通 到 


。 很 大 的 困难 .我 们 只 要 看 : 譬如 , 殉 拉 只 诈 明 了 当 % 一 3、4 时 的 特殊 情 


形 ; 又 如 , 1823 年 勒 沪 得 尔 证 明了 当 n 一 5 时 的 特殊 情形 ; 1849 年 库 米 


” 尔 证 明了 当 n<100 时 的 情形 ; 人 天， 当 %<619 (以 及 后 面 一 条 列 较 大 
”的 数值 ) 时 ,定理 也 获得 了 证 明 . 


对 于 费 尔 局 大 定理 ,实际 上 内需 计 论 hn 一 4 与 一 切 奇 质数 的 情形 就 


， ， 够 了 . 如果 对 于 大 于 4 的 合 数 一 ng (n 是 质数 ) ,方程 29 二 JY 二 29 

《 即 0*+ =z%) 有 正 整 数 解 , 那 末 必 导致 方程 辣 "+J"= Zr (这 里 
，， 吾 =o0, 了 = 一 22) 也 有 正 整 数 解 。 这 些 叙 带 ,就 表明 了 :如 果 要 尔 。 
。 韦 大 定理 对 于 汪 是 某 一 质数 时 成 立 ， 那 未 对 于 一 切 能 鹤 苇 质数 整除 的 
n, 这 一 定理 也 一 定 成 立 . 忽然 已 克 知 道 , 当 ”<619 (当然 w>2) 时 , 履 。 
录 虱 大 定理 是 成 立 的 ,于 是 ,可 推 知 : 费 尔 届 大 定理 ,对 于 能 被 小 于 619 时 
二 -的 质数 整除 (或 能 多 4 整除 ) 的 ! 也 成 立 . 


下 面 令 迹 的 是 ， 当 ”= 和 时 ， 费 尔 手 大 定理 的 划 明 ， 眶 归 的 态 法 是 


9 "无穷 递 降 法 ”放样 , 简 下 的 只 需 研 究 外 是 奋 质 数 的 情形 了 。 


定理 方程 ie 十 一 六 没有 正 整数 解 : 
证 明 ”我 们 只 \ 饼 让 明 宁 十 多 一 人 没有 正 整数 解 ， 
如 果 方程 “ zy (GD 


™ 


具有 正 整数 解 . 我 们 可 以 只 研究 (2, y) 一 1 的 情形 ， 因 为 如 果 (2， 9) 
=4>1, d 必 是 ** 的 绝 数 ,从 而 也 一 定 是 “的 胸 数 ， 


设 zo、yo、2o 是 (1) 的 一 租 正 整数 解 ， (wo, Yo) = = 于 是 


4 - 
2 十 9 一 20 


”也 就 是 z (v2) + CyE) = . 


从 上 节 ， 可 知 : Zeo、2y6 、zo 可 窒 史 如 下 形式 (本 是 偶数 ): 


Yo = QV 4 一 一 多 二 十 个 ， 


和 [六 里 w>o>0， (1, 09)=1, HL 5 中 一 个 是 奇数 ， 一 个 是 偶数 ] 我 ， 
:人 可 断 慎 : 这 里 w 必 是 奇效 (当然 "就 一 定 为 偶数 了 )， 这 可 从 
一 得 知 : 
”如 果 % 是 偶数 ， 也 就 是 必 ==0 (mod 4). 因为 v 是 奇数 ， 所 以 
四 ul (miod 4). 从 而 刀 一 o 二 一 —1 (mod 4). 
J 然而 ， Y 当然 是 奇数 ， 应 有 y3 = 三] Cmod 4), 这 与 Yo 
矛盾 

记 然 应 是 奇数 ， 于 是 (%， 2)=1. -已 知 (w， = 因此 得 


i Cu， 2v) =1., 


由 =u(20), 和 W、 20 非 各 为 完全 平 态 数 不 可 ， 
- 散 4 一 各，20 一 凤 ，〈 显 然 ， n 是 偶数 ) 再 观察 字 十 90 一 2 。 


这 里 "是 偶数 ， EE (9 WY) 一 1 可知， (2 yo) 一 二 于 是 机 由 上 和 


知 训 可 知 9%、Yos ww 有 如 下 形式 : 
- 0 一 200， yo—a—b, w= gs bs, 


{这 里 >>0, ta, 6)~=1, ao, 6 中 一 个 是 奇数 ,一 个 是 偶数 ,] .i 


由 2 一 2x0， 而 2 一 ， ` 推 得 


-0 


不 


”因为 n 是 偶数 ， 所 以 上 式 左边 是 一 完全 平方 数 ， 而 (a， p71 因此 
非 a、 6 分 别 是 平方 数 不 可 . 


设 < 一 他 ,5 = 人 双 知 忌 二 入， 于 是 从 4 一 二 得 下 + 一 如 ， 


163。 


. 站 
， ei 


记 


也 就 表示 p、4、m 为 (1) 的 一 租 下 整数 解 . 
z pn Zo= UM >m,.- 


我 们 用 Vi Yiy ?1 分 别 代替 人 gg、 三 个 数 ， 于 是 议 : 如 果 oy 


Yo、 Zo 是 (1) 的 正 整 数 解 ， 那 末 一 定 能 找到 TI Yiv Z1 也 是 \T) 的 正 鳌 数 
解 , 且 zo>2zi， 


可 是 , 有 了 正 整 数 解 x,、 ya、2a， 当然 又 能 找到 数 租 Vs、 Ya Zs 也 


， 是 (1) 的 正 整 数 解 ， 上 且 有 zx 污 21>%， 


接 此 下 去 ， 显然 可 以 找到 数 租 Vs、 Ya、 233 v,、 Yas a) ; nn 
Yn > 机 … 都 是 方程 (1 的 正 整 数 解 ， 日 z0 2 > "er >2 > “ens a 


事实 上 ， 正 整 数 中 最 小 的 是 1， 所 以 年 项 才 是正 整 数 的 无 限 递 降 数 | 


列 是 不 存在 的 ， 


这个 矛盾 是 由 于 假定 了 方程 (1) 有 正 整数 解 而 引得 的 ， 因 此 方程 


(1) 没有 下 整数 解 也 就 是 力 程 + =2" 没有 正 整 数 解 ， 


第 入 章 如 分 数 


在 数 的 理 验 中 ,过 分 数 的 应 用 比较 广泛 。 而 且 , 关 于 连 分 数 的 理 队 


。 恒 就 有 了 新 的 发 展 . 因 限于 这 本 着 的 性 质 . 这 里 主要 介 萎 了 连 分 数 的 一 


二 性 以及 解放 和 上 的 应 用 - 


S$S1 如 分 数 的 定义 


。。 股 为 任意 一 实数 ,以 区 天 示 不 超过 a 的 最 大 整数 ( 即 9 一 [a 
”于 是 ， ,如 果 a 不 是 整数 可 得 : 加 


4 168 。. 


a 


= 


V5=1+(CV5-D= 141+— WE 
如果 4 不 是 整数 ,同样 又 可 得 : 
tT 《0%>1) 
依次 类 推 ， 就 可 得 到 下 列 一 系列 等 式 : 
me-4 二 二 (0@,>1) 


(an >D 


好 n 一 1 一 


由 上 面 的 一 下 列 和 ， 得 到 : 


1 
de 人 


. 上 式 吓 做 简单 连 分 数 (以 后 后 就 时 做 如 分 数 )， 加 果 基 过 有 限 个 步 腾 ， 


”能 找 到 自然 数 , 而 0, 是 整数 ， 半 末 这 种 加 分 数 叶 做 有 限 过 分 数 ， 不 然 ， 
就 叫做 无 限 连 分 数 . 


» 164 4 


_ : 里 ,整数 91、 d2、 机 电信 分 数 的 第 一 第 二 、… "ee 个 部 分 分 
的 三 . 
: 注 1 . 竟 察 连 分 数 的 定义 ,可 以 知道 : q, 是 任意 整数 ,而 qi (i 一 2、 
- 3、 ee ) 是 正 整 数 “ 
注 2 为 了 使 任 一 有 限 连 分 数 有 它 确 定 的 形式 ， 对 子 有 有 限 加 分 数 ， 
“可 以 规定 它 的 最 后 的 分 母 大 于 1 ,不 然 ， 对 于 有 限 束 分 数 
一 qT gs Tt | 
~ 1 
和 q_i+ 
qn 
i 还 可 与 成 如 下 的 形式 
we 1 
dg 十 一 一 
qs 十 、 
- . qt nr 
_ -根据 定义 ， 任 -实数 必 能 以 过 分 数 洒 天 示 ， 事实 上 , 任 一 实数 也 只 ~ 
”能 以 唯一 的 一 个 连 分数 米 垃 示 ， 这 个 断言 , 讶 明 如 下 :  - 
四 上 -如果 实数 agte 
,| + 
py ' 又 一 信 十 
2 十 
TE, | | - 、 。 
一 ”我 们 葬 明 : gi 一 py (i=1、 2、8、)， 


A 证明 应 用 数学 归 业 法. .、 
- .(1) 显然 , 9; 二 PD。 如 果 gs p,, 在 整数 qi1、 Pi 上 各 加 上 一 个 非 
和 但 小 于 1 的 数 ， 条 果 当 给 还 是 不 等 于 是 就 导数 a a, 


*l65* 


(2) 想必 qi 二 《4 一 1 2.……、 一 了 ,我 们 且 明 : 


qn= Pp,. 
| 1 1 
1 十 ， 一 - Di 十 
4 qe、 : pT 
+ “+ 
dn-t1 Pn-1 
如果 4, 让 P。， 显然 ， 
gt E 和 -at 
* nt1 ~ n+1 ~\， 
这 样 ,就 导致 
QT 下 
. 2 ~ 了 
十 , 1 
4 十 1 
dr 十 、 
,se 
p+ 
Pz 十 、 
~ 1 
1 
Pri 十 - 1 
DD, 十 
| Dr 十 ~、 
由 和 下 | 
. 粽 合 上 沪 ， 也 就 媳 明 了 和 一 ($= -1 2、 3 、 ), 


S2 有 限 济 分 数 与 欧 几 里 引 除 法 的 联系 


定理 和 再 数 一 定 能 用 有 限 加 分 数 炒 天 示 ， 


是 明 ”我 们 只 需 注意 正 有 再 灼 的 情形 ， am 那 _ 


#TGG。 


地 


来 -证 可 内 写成 a[a]+8, 而 有 是正 有 再 儿 
一 下 也 Le， 5) 一 切 沁 示 一 正 有 再 我 们 知道 , 对 于 a、5， 存在 


加 训 下 的 有 有限 个 和 z 

人 00 十 3 (0 一 和 <0) 

0 一 %9a 十 和 3; 《0<< 加 < ) 
和 2 一 ?sgs 十 9 《0<7 < ) 

rns = at (0 rs) 

a gn 


把 (I) 中 每 一 等 式 分 别 改写 成 如 下 的 形式 : 


CD ， 


er 


_..  ” 。 观 疹 上 面 的 等 式 租 ， 可 以 看 到 相 邻 两 个 等 式 之 关 的 关系 ， 于 是 得 
到 | | i 
“ys | - | 2 一 人 1 十 一 一 一 各 


. 、 和 
0 ds 十 一 | 7 : 
i . 4 十 、\、 、 


， - ， , _ 只 . | 。167 0 


这 就 证明 了 有 理 数 一 能 用 有 限 连 分 数 天 示 . 
由 定理 可 以 得 到 把 有 理 数 化 成 速 分 数 的 方法 : 因为 对 于 正 整数 4、 


“5, 如 下 的 形式 就 包含 着 (了 中 的 n 个 等 式 . 


- & ~ 2. | da 
-a, | : | 
| ngs raqe 
qa ra rs qs 
fn—2 人 一 2 LA dn | ~ 
| Tan Tn z 
qn 7 0 
“ 例 1 把 了 5 化 成 速 分 数 ， 

50 | 18 | 8 由 左边 ,可 知 
39 50 31 
i1111| 2156 13 14+ 1 

10 2 65+ , 
2| 工 | 0 


17 | 40 1 0 本 
0 | 34 由 不 边 , 可知 : 
2 .| 17 6 2 | 17 1 

| 12 5 z : 40 2 1 

1 | 5| 1|5 2 十 5 

rl 
5 工 十 二 

_ 0 
‘* 1638。 


-人 


例 3 把 一 3 化 成 迎 人 数 ， 四 


i 顺便 ,可 以 知道: 有 限 连 分 数 的 值 一 定 是 确定 的 有 更 数 这 是 因为 
Ea 有 限 训 分 数 可 以 化 研一 个 普通 分 数 . 


人 SS3 近似 分 数 的 性 质 
-这 俯 分 数 的 定义 : 


. | 
| oN 0, = La》 
2 0 一 4i 十 一 一 ; 
， 多 
辣 ns 外 
有 和 


1 


le . 


的 第 一 .第 二 、…… 第 "个 这 位 分 数 ， ， yy 
注 1 如 果 把 5， 中 的 9 专 9 十 1 十 1。 
注 2 有 限 速 分数 的 来 一 个 近似 分 数 ， 就 等 于 连 分 数 的 值 .这 
们 把 不 是 来 一 个 的 近似 分 数 时 做 连 分 数 的 时 近似 分 数 . | 
”一 例如 , 连 分 数 z 
84+_1 
2 小 1 、 
了 + 
0.3; 6, -3 二 二 一 总 一 
;=3+- 工 -3+ 工 ~ 了; -一 
3.=8+— 一 3+ — ~ 
二 1 了 2 十 总 i 
(这 里 6, 就 是 过 分 数 的 值 》 z 
“又 如 , 连 分 数 1 ” | 
、 6+ 、 2 
的 近似 分 数 3.=0. 
“对 于 如 分 数 的 近似 分 数 的 概念 ， 人 各 和 下 的 有 条理， 1 
定理 1 这 分 数 四 
da 十 .一 -一 -一 
dT 了 
网 十 一 ~ 
gt 
z 人 
、 170。 


= mm 


“我 们 知道 ， 如 果 将 6 中 的 q; 用 qi 十 


的 近 们 分 数 的 分 子 分 母 构成 规则 如 下 : 


P P . 已 
6 
本 0 站 
那 末 P= P_19:+ Pr_s, 
(之 3) 
.Q:=Q vk—1d x 下 QQ >。 
证 明 应 用 数学 归纳 法 ， 
首 侈 ， 一休， 就 是 P, 一 gi， Q,=1., 
. ds 一 0 tl , 
d2 gy 
于 是 z P,= 9192+1, Q, = q,. . 
z 1 dig29s 十 ga 十 9 
SH,. 一 1 十 — 1112"3 1 3 
2 1 qsqs 二 1 > 
do 
ds | 
于 是 一 qigsqs 十 qi 十 ga， Qs= qq9s+1, 
很 明显 ， Ps= (gqs+1)gs+ qi = Pqst+P,, 
Q, = Q,gs +Q. 


上 面 肉 外 了 当 %==3 的 时 候 , 定 理 是 成 立 的 ， 


其 次 ,假说 当 8 = 的 时 候 ,定理 也 成 立 , 就 是 
P= Pgqit Ps, 


请 Qi 一 Gd 十 Q_:， 


我 们 证 明 ， 当 t=k 十 1 的 时 候 ,定理 仍然 成 立 ， 就 是 证 朋 : 
Pr = :qs t Pt, 
Qi — Qigirs + Qe. 


PP, _ Pd: 十 三 


3 一 
因为 ‘| Q, Q1_194 十 Qi 


171. 


S141 一 


也 就 是 褒 ， 


于 是 ,定理 得 吓 . 
例 连 分 数 


8 
因为 3， 1? 


所 以 


.1724 


P(g 十 


Qs(g 十 


I )+ Ps 


dtr 


一 ) 二 Qi 


t+1 


Pp, gt Ps ter 


= i1t+i 


QL191T Qtz 二 Et 


t+1 


P 
P,+ t—1 
一 Git Pqrri Pa 
Q, 十 Q,, Qiqirit is e 


ir1 


Pri= Piqtrst Pr, 
Qiti = Qi Qs 


7 
5 一 3 十 可 一 三 ,于 是 得 到 


P,=3, Q,=1; P,=7, Q,=2. 


P,= Pgs+ P=~7.8+8=24, 
Qs=Q,9; + Qi=2°3+1=7; 

P,= P,g,+ P,=24.4-+7=1038, 
Q,=Q:dq, 十 Q:=7.4 十 2 一 30; 
P,= P.9, 十 已 一 103.5 十 24 一 539， 
Qs,=Q,qs + Qs=30.5+7=157; 


24 108  、_ 539 
此 7 
推 葵 “” 当 ”>8 的 时 候 , 近 似 分 数 5, 的 分 苹 
,二 一 工 . 


丁 明 ”因为 Q,= Qid 二 Q， 又 921， QQ 所 以 

~ Q,>Q，:+1， 

这 就 可 用 数学 归 业 法 来 姓 明 : 

(1) 当 n=8 的 时 候 ， 因 为 QQ@,qs 二 1 一 qsqs 十 1， 双 9>1，， 

qs 之 1， 所 以 Q@, 宇 2. 也 就 是 这 时 断 导 是 成 立 的 ， 

(2) 设 Qi 它 84 一 1， 求 证 : Qxn 衬 5。 

因为 QQx 十 荆 ， 而 Rx 宇 # 一 1， 因 此 三 实 了 : 
z : QH， 


- 


” 定理 2 连 分 数 


Qi 十 
~ qz 十 


1 


qn 十 


qu 十， 


% 
和 
生 “ 
二 
和 


rt 


0 一 人: 一 5 . (>1) 
. A 各 大 一 主 


[或 肠 Q， 1 一 Qs Pei 一 (一 1)*] 
-是 明 应 用 数学 归 酚 法 证明。 ”~ 
(1) 当 h=2 的 时 候 ,定理 是 成 立 的 .因为 
86, = qq +1 3, = 和 
q .1 


于 是 Q,= qs, Q,=1, 因此 


z “173。 


我 们 菠 明 , 当 丰 一 1 工 的 时 候 , 定 理 仍然 成 立 .就 是 哑 明 : 


(~ 
QQ 


六 QU 一 Qi 
QQ 


141— 061 二 


因为 6 一 人 一 


(已 0 十 五 -Qi 一 P(Qiqrrit :1) 


QQ 
P, ,Q,— PQ 
QQ 
(—1). (PQ 1— P,Q,) 
QiQ， 


由 81 一 4 一 二 -4 ,因此 PQ 一 P181=( 一 1)!. 于 是 得 : 


-( 1 1yt | i+t1 
Bed TT) 


这 就 证 明了 定理 的 成 立 ， 
”例如 ， 连 分 数 
2 十 1 
1+—1 
ar 1 
4 十 二 ， 
e 174。 


QiQ， QQ 


由 定理 1 ,可 以 计算 出 近似 分 数 : 


i 47 105 
. 一 一 -、 一 一 一 
5 
本 ss sD 1 工 
根据 上 面 的 定理 ， 可 断言 8, 一 34 一 一 z-36 这 38 . 事实 上 ， 
~ 105 47 105.17 一 47。38 -一 工 
9, 一 8 一 一 一 一 一 -- 一 一 一 -一 ~- 一 


38 17 38.17 38.17° 
推论 5- 让 是 钙 攀 分 数 ， 
Kk 


- 证 明 ”由 定理 知 ; 
Pi — P，,Q,= (一 1)*. . 
一 、 如 果 (P,, Q,)=d>1, 那 来 一 一 定 导致 (一 1)* : 4， 这 是 不 合理 的 ， 
因此 、 CP., Qe)=1, 
定理 3 设 6, 是 无 限 连 分 数 
qz 十 


qs 


的 第 ”个 近 位 分数, 那 末 lim 6, 存在. 


关 证 明 首先 路 明 : 
~ 7 op) 1 
: z Bop < oorrn? 四 (2) 
B24> ay, : (C8) 
注 这 三 个 精 论 ， 对 于 有 限 乏 分 数 也 同样 适用 。 
由 定理 2 知 : 
- 3， ,3 一 了 0 
oe, 
这 就 证 实 了 (1) 。 
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1 


而 ;一 = 一 一 一 
Qi 


因为 6 1 人 6 ? 
2 和 de 


3 :一 8 | 一 Qart1— an 
. m= 一 三 
QQ2xQ2nt 


又 由 定理 1 可 推 知 : Qi > Qar_1. 
于 是 有 6s441 一 6op.w>0, 因此 就 证 实 了 (2)， 


同 理 可 以 趟 实 (3)， 
- 《1)、(2)、(8) 胡 明了 : 、 

81、6s、6s、……、6sn-+ 是 递 十 而 有 上 界 的 数列 ， 

8,、6,、5。、.……、6s。 是 递减 而 有 下 界 的 数列 . 


所 以 lim 8: 存在 , lim 6s, 也 存在 . 
事实 上 ， 15 -5 -= 一 工 
A 
由 定理 工 的 推 葵 可 知 : Q,, 全 2 一 1，Q:，: 二 2 一 2， 


| 1 
因此 ，,， 0 一 6，_: <7n Ye Ek 
| am DD 


”显然 ,对 于 任意 检定 的 > 0 一定 能 找到 正 数 ， 当 "> 六 时 ， 
- [3 一 3 | <s， 
这 就 吓 明 了 
re du 5 
”也 就 是 眶 明了 : lim 5, 是 存在 的 . 
- 。 谣 然 如 此 ,我 们 把 


w 一 nm 6, 
车 的 


当 作 无 限 连 分 数 的 值 , 志 作 


一 ga 十 


I 
Q&a 十 一 
”gs 十 
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“因为 极限 的 存在 是 唯一 的 ， 所 以 任 一 无 限 过 分 数 唯 一 地 对 应 着 一 
个 实数 . 
这 样 , 粽 合 $ 1 、§ 2 的 知识 ， 可 以 得到 下 面 有 村 洽 : 实数 与 过 分 数 之 
间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 . 
定理 4 设 连 分 数 的 值 为 a, 那 来 近似 分 数 8s 比 64 更 靠近 予 ai 
也 就 是 
[a— dnl < la—6x|, 
证 明 由 定理 1 可 得 : 


Pit - Prqrrit Pes 
Qtr Qirqrr 十 Qi 
容易 知道， 把 0xt 中 的 qx4i 换 之 以 @ 


Or+1= 


sd+ 一 一 
ta rr 


就 得 到 连 分 数 的 值 ， 


于 是 


=- ~ (0<A<I1), 于 是 
gets 十 、\、 z 
Prqrti 十 Pi st PN 
grr + Qi QrN 
ee P+ PN\ 
- Qi 十 QeX 
观察 下 面 的 情形 : 


@ “如 果 对 花 的 是 有 限 汗 分 数 , 那 末 这 里 kw 是 天 示 它 的 惧 近 似 分 数 。 事实 上 ,这 时 如 
果 ha 与 速 分 数 的 值 相等 ,定理 是 显然 成 立 的 。 


dm 
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PP, 
k 


_ PutPh\_ P. 
a QO 


CR J- QA) 
( -一 工 yYR+1 
Go ON 


Ps 


Q— Okt1= 0— 
并 十 主 

~ Fret ih Per 

Qerit QA ers 

QQ 十 Ge) 
= 一人 (一 ID 
因 QQ 1 QE 和 A) 
~ 0 QA 


于 是 ， 


|a—8; | 一 |a— Srrz | 


和 。 
Ga Gy 
因为 0< <1, 且 Qs>Q@， 因此 

wa 一 6 < |w 一 一 人.| . 
推论 “如 分 数 的 值 "在 3 和 56441 之 问 . (如 果 计 论 的 是 有 限 连 分 
数 ，6x4, 应 是 它 的 里 近似 分 数 .) | 

钙 明 ”由 定理 的 胜 明 过 程 中 得 到 : 

a 一 6 的 值 与 (一 1)**! 同 号 ; 

a 一 68x44 的 值 与 (一 1)* 同 号 . | 
也 就 是 欧 ， a 一 84 的 值 与 a 一 Sa 的 值 异 号 . 这 就 是 奖 了 斯 车 党。 
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| 因为 O241 < Ho, 所 以 连 分 数 的 值 w 满足 : 
6 <a<》， 
定理 5 设 连 分 数 的 值 是 a, 那 末 
. . “ _ 1 J | 
| < 一 一 一 ， 
加 QO Wr) le Or 
(如 果 讨 沦 的 是 有 限 连 分 数 ，5;4 就 卖 示 它 的 中 近 位 分 数 @ .) 
证 明 由 上 面 的 定理 的 证 明 过 程 中 得 到 : 
~ 1 
- 一 入 | = 一 (0<A<l 
| a “Se 
~ | 1 1 1 
| 因为 .0 Oy a ON ~ GQ 
or | 1] 
”所 以 . 一 人 | 过 。 
a 
~ 1 i 1 
又 A A yy 
| QQrrit QA) QQ + QE QQ QE 
所 以 : | w 一 5 > 二 =- 
QQ + QE 
-这 就 证 明了 : 
lo 6:| < 一 一 一 一 
_ QQ 十 Ge) Q; gr 
例 将 国 周 率 x 一 8,14159…… ` 北 作 连 分 数 ， 必 近 们 分 数 焉 示 它 ， 
并 求 出 对 应 的 自 差 范围 . 


r 所 对 应 的 连 分 数 , 径 计 算 后 ,类 灶 如 下 : 


~、 @ ”和 如果 时 阶 的 是 有 限 这 分数, 而 3h =a。 这 样 
| 
一 人 Opi1—6 下 

WE ORGRH 


e 79。 


让 i 二 
i ee. 


x 二 3 十 I 7 
.7 了 十 | 
15 十 T 
1 十 ] 
292 十 了 
1 
下 1 二 、- 
” 所 2 + 
由 51 一 3.，6, 一 ， 可 求 得 
1 7 
” 》 一 22.15- 二 3 333 
838 


7.15T1T TIT06 


3883.1+22 _ 355 ， 
4 “IT06.1T7 113° 


$= 355.292 十 333 _ 108993 ; 
An 用 有 全 六 < 下 


113.292 十 106 “33102 


生生 


(很 明显 ， 近 伯 分 数 6， 和 -04 人 别 是 家 六 之 加 几率 的 下 率 及 密 率 ) 


2 5 
我 们 计算 一 下 用 .= 可，3. 表示 时 的 误差 范围 : 
| 22 1 .1. 
bi sl 106 745 ~ 6500 
355 1 1 1 
] 了 38 ja |< T3833107 ™ 4402666 “10 


定理 6 ea 全) 更 接近 于 湾 分 


x 
数 的 值 a， 那 末 b> Q&,. 


。 证 明 ”因为 8 比 3- 接近 于 0 由 条 件 知 全 比 5 接近 于 a, 所 以 


-此 3x-: 更 接近 于 a. 而 二 在 5% 和 3- 之 间 〈 因 为 < 在 2 和 3: 之 
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间 ， 而 公 比 3 及 6 更 接近 于 a). 


也 就 是 ] S84| < |8.—80s |. 
aQ,_ bP,, (1 
于 是 ， pO do | 
因为 了 和 Q，, 都 大 于 雳 ,就 得 到 
| aQr i— bP | 1 
DO, ~ QQ ps 
不 等 式 两 边 同 乘 以 1Q8，,， 得 : : 
[0 < 喜 . 和 
显然 ，| ac: 一 0P_ :| 不 是 正 整 数 就 是 替 ， 但 是 QQ ~ Pr 
不 可 能 等 于 雳 ， 因 为 如 果 aoQ 一 5P_1 一 0, 那 末 D0. 这 
z ,| : k—i 


就 与 < 比 3 ， 更 接近 于 了 矛盾 ， 


既然 | 4Q:- 一 5P: | 应 是 正 整数 ,于 是 至 少 应 有 写 ->1. 


因此 b>Q&， 
这 条 定理 也 可 以 喧 达 如 下 : 


近 们 分数 6 一 可 * 是 一 切 分 母 不 大 于 Qx 的 分 数 中 最 搂 近 于 连 分 


” 数 的 值 .- 


S$4 ”过 分 数 的 应 用 


1。 求 平方 根 
-我 们 先 用 实数 化 为 连 分 数 的 方法 ,来 求 平方 根 。. 
例 求 /五 的 近似 值 。 
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-因为 
所 以 


又 [4 上 +6]=12，. 
Vl+6=12+(/4I—6) 


es 132 


一 12 十 


工 


工 


一 12 十 


， 
me 


/41+6 
41—6 5. 


由 (1)、(2)、(8)、(4) 得 到 


M41=6+.— .. 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


由 于 (人 的 最 后 的 分 式 与 (1) 的 最 后 的 分 式 相同 可知 :加 旭 机 村 
出 对 了 的 分 下 的 部 分 分 人 必 与 前 面 的 部 分 分 母 构成 循环 . 


A/ 红 一 6 十 
~ 
2 二 一 
2+. 1 
了 9 十 1 - 
ee 2 1 
2+_ 工 _ 
-一 1 下 
~ 一 根 概 前 面 的 方法 ,可 求 册 访 过 分 数 的 近似 值 ， 例 如 ， 
39 397 3826 
四 5 5- 5 ， 
~ | 1 
，。 ”因此 得 : YH ( 渗 关 “< 5) 
| 397 1 
石 ~=.897 
VE ( 耻 差 < sg) 


[ 号 帮 涂 


注 “对 于 一 个 非 洛 全 平方 的 整数 ， 已 的 平方 根 所 对 应 的 过 分 数 必 - 
”是 循环 的 (部 分 分 母 是 循环 地 重复 着 的 )， 且 从 第 二 个 部 分 分 母 开始 特 
。。 环 . 不 仅 如 此 , 对 于 一 般 的 二 次 不 尽 根 数 ， 如 oa 十 wav5 (44、as 都 是 

~ .不 等 于 堆 的 有 理 数 , 5 是 非 完 双 平方 的 正 整数 ) 所 对 应 的 加 分 数 ， 也 一 
。。 。 害 是 循环 的 , 反 过 来 ,循环 过 分 数 的 值 一 定 是 二 次 不 尽 根 数 . (上面 的 
“一 验 断 , 考 明 较 繁杂 ,这 里 不 准备 介绍 .) 

上 面 所 渡 的 平方 根 的 求法 ,计算 较 繁 ， 我 们 找到 也 返 位 值 

一 般 求法 : z 

襄 } N=a+b., (a>0) 

了 
一 YR-=et(VR-0) 


* 1j883 。 


_ 人 一 好 
= 人 二 一 一 一 一 一 一 -一 
otVN En 
- bp | 
= 一 A 
4 十 /人 
显然 , 在 所 得 到 的 分 式 中 的 /万 , 也 可 以 用 4 十 -了 代 焰 ， 一 
四 、 at+MVN z 
这 样 几 杆 下 去 ,就 得 到 : 
gtai+ 0 | 
& ~ N a 
=-“+- 一 一 一 站 
9 0 
四 2cw 十 . 
随 着 不 同 的 精确 度 的 要 求 , 可 取 
\/ 万 sc 十 -2 ， (1) -一 
2w . | 
VNSa+— 0 一 4 十 二 ， (2) 
24 十 一 一 4 芽 
‘29g 
VANSa+ oot (8) 
- “ 2 十 b - 8cxs 十 4Cp - . 
yp . 
20 十 一 一 
和 2 20 。 
-等 等 ， “ . 。 
- 例 1 求 vV41 的 近似 值 . 本 
因为 4 一 6 十 5， 
由 公式 (1), 得 : /五 =6 二 -二 6.4 
由 人 得 :” /而 60 
由 公式 (2), 得 : Vl~0+ 5 6.403. 
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例 2 求 V105 的 近似 值 . 
了 因为 105 一 102 寺 5， | 

由 公式 (1), 得 : VIDB~10+ -10.25; : 
由 公式 (2), 得 : /105~ 
(上 壕 平 方 根 近 似 值 的 求法 ,缺点 在 于 不 容易 估计 近似 值 的 名 震 范 


100 
10 二 二 一 10 247. 
”405 


2。 求 对 数值 . 
- 对 数值 是 可 以 用 初等 方法 解决 的 ， 这 里 举例 能 明 应 用 过 分 数 的 知 ， 
“- 。 猎 来 求 对 数值 . 
一 ~ 例 求 以 10 为 底 的 2 的 对 数 ，. 

很 明显 ， - 0<log1o02<1. 


1 
设 logw2= 二 ， 基 107 一 2， 或 ?=10， 
. 化 


不 难看 出 3<v<4, 
| 股 w=8 十 一; 于 是 
28+ 填 _10 。 


1 
也 就 是 8 一 10，. 2 一 二 . 于 是 


Tm 
rn 
中 | cn 
ee 
ho 


从 疯 痔 可 知 : 8<v.<4. 
: 长 v=3+ 一 ， 于 是 


| z abe 


1 Ta > 
128 /5\z | (3) _5 
也 就 是 | 75-(3) . T25 4° : 
”可 以 知道 : 9<% < 10. 让 
设 wm= 过 的 步 马 重复 做 去 ， 这 样 稳重 做 下 
Ca 
二 村 果 训 得 到 下 面 的 等 式 : 
2 工 
Ya 一 2 下 ? Te 
Ya 
5 23 了 工 ， 多 
. Vs 
5 4 十 - 工 ， 
Ve 
于 是 ,对 于 log:o2 可 以 号 成 连 分数 的 形式 四 
go2 一 一 -一 一 一 =- 一 一 一 
3 了 工 3 十 YY 
1 | 
II - 
3+—1 - 
”3 二 —- 
， 9 十 - 
2 十 _ 
tT 1 
~、 。 -3 
容易 求 得 z 4 
1 3 | 28 58 
0 一 二 一 -< 9 
9 5 3 ， 5: 10 ， 904 93” “ 196， 
3 1 6》 2718 ji 一 
” 485” ” 2186” * 9029， ” . 
。 86。 


1]46 .1 “1 ) 
z . log ,2~ 46 < < 一 
-于 是 ， 时 取 S10 85 (机关 485.2186 10 /? 
把 并 6 化 作 十 进 小 数 : 二 人 9 一 0.3010309.……， 
” 485 485 
因此 加 log. ac0 301030 | 
643 | 1 1 
1 1 Do -一 一 一 em “人 ) 3 
加 休 go ~ 53736 (以 老 < 02736.0009 ~ 107 
648 
把 ‘5196 1 化 作 填 进 小 数 ， 于 是 得 : 
= logo2 守 0 .3010299. 


应 该 指出 ,虽然 可 以 用 迷 分 数 来 求 对 数 的 近似 值 ， 但 由 于 计算 过 各 | 
一 ”的 清 繁 ,所 以 这 个 方法 就 显得 很 不 方便 ， 当 然 现 在 计算 对 数值 已 具 备 
” ”了 相当 完善 的 工具 、 
oe 83, 求 整 系数 方程 cz 十 才 一 。 的 整数 解 ， 
| 分 成 鸯 种 情况 来 解决 : 
” (1) 方程 az 十 2 一 
[这 里 “ 和 2 都 大 于 0， 县 (a, 2 一 工 . 


把 全 化 成 分 数 《当然 一 定 是 有 限 带 分 数 ) 并 吉林 一 个 近似 分 


P 多 
数 为 9 ( 当然 ， 全 bs). 
由 定理 2 得 
aQ sb Ps = (—1)", 
也 就 是 aQ, +b — —P)=—(~—1)". 
等 式 两 边 各 乘 以 (一 1)",c, 得 : 


af (~1)"0:Q, 由] 十 DC( 一 1)"+:， .oP sj 加 


一 、 因此 方程 vz 十 一。 的 一 租 特 殊 整数 解 是 : 

， | Yo 一 《一 1)"cQ, > 

yo 一 (一 一 0 忆 1 

入 - dy 


人 : ~ 
~ {* 1 一 :一 ! ， (t= 0 土 1、 士 2 ,ss > | 一 
Y ( 1)"ticP 1 十 at | 
(2) 方程 azx+by=c. : z 1 : 
[这 里 a>0,，?<0, 且 (a, 12|)=1] 四 一 
把 -化 成 速 分 数 ， 一个 近 位 分数 为 3 同样 地 ， 
aQ i— lbiP 4 一 1 一 一 《一 1)", 
也 就 是 aQs + bP =(—1)". 
，， 等 式 两 边 各 乘 以 (一 1)"c, 得 : : 
zf (一 TD)"cQ i] +60(— 1)" co 一 
因此 上 济 方程 的 一 棚 特 殊 整数 解 是 : 
{7 CQ 加 
一 (一 二 ) "PP_， 
“于 是 它 的 一 般 的 整数 解 公式 是 : 一 
人 (0、 士 上 +9 sy》 
4 一 《一 1)"cP,_,+at. . 
例 1 和 48¢+15y= 8 的 整数 解 ， 四 
半 把 第 入 化 成 巡 分 数 i | : 
438 。 1. 
= 二 2 十 - 一 
15 了 1 
+: | -一 
很 明显 ,ov-: 是 3。 而 近似 分 数 5, 一 2， 因此 一 租 特殊 的 整数 
解 昌 : 人 - 
zo 一 (一 1)4.8.7 一 56， 和 
- (te | : . 
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一 般 整 数 解 的 公式 是 : 
人 
y=—160748, 


例 2 求 方程 77 一 19y = 5 的 整数 解 . 
、 把 了 化 成 过 分 数 ， 得 : 


1 


显然， 6, 是 0,， 由 6d,=0， 3 一 二 ， 


2-:1+1 8 


mr 
一 


2.84+2 8 
所 以 一 - 租 特殊 的 整数 解 是 : 
{~ —1)5.5 .8= 一 40， 
yo 一 人 5。 3=~16. 
”一般 整 数 解 的 公式 是 : 


{ 一 一 名 十 191， 
y= 一 18 十 7t. 


和 02 二 


t=0, +l, +2 i) 


由 上 ,可 作 如 次 的 结论 2: ” 
”上 方程 aw 二 0y 一 0c, 如 果 (la{l, 18|)= =1， 那 来 一 定 有 上 整 数 解 或 方 ， 
程 42 二 by 一 c, 如 果 c ;1a|，121), 那 末 一 定 有 整数 解 . 
早 在 18 世 筷 ， 数学 家 拉 格 兰 日 合用 连 分 数 来 求 代数 方 物 的 根 ， 办 


为 要 水 及 到 高 等 代数 中 的 一 些 知识 ,因此 这 里 不 作 介 绥 了 。 


第 九 章 “中国 剩 余 定 理 


“这 一 过 的 内 容 ,实际 上 就 是 一 次 同 余 租 的 解法 .而 这 里 比较 妊 罗 地 
介 丰 的 ,是 我 们 祖国 古代 的 数学 家 在 这 个 问题 上 的 责 献 ,这 些 贡 献 得 到 
了 很 裔 的 环 价 ,外 国 的 书籍 上 把 这 个 法 划 叶 做 中 国 剩余 定理 ， 


$ 1 ”中 国 剩余 定理 


.在 我 国 古 代数 学 书籍 “孙子 算 释 ” 管 下 , 列 有 这 样 一 个 问题 ,以 及 它 。， 


的 解答 : 


”风物 几何 . 
和 9: + 


.， 术 日 : 三 三 数 之 剩 二 ,是 一 百 四 十 ; 五 五 笋 之 剩 三 ， 三 ;七 七 
“ ” 数 之 剩 二 , 置 三 十 ; 并 之 ,得 二 百 三 十 三 ,以 二 再 十 一 .天 之 即 得 ? 


书 中 接着 就 对 这 类 问题 输出 了 一 般 解 法 : 


“ 凡 三 三 数 之 剩 一 , 划 置 七 十 ; 五 五 数 之 剩 一 . 则 种 二 十 一 ; 七 七 数 


之 剩 一 , 则 置 十 五 ;一 百 大 以 上 ,以 一 月 五 减 之 即 得 
上述 ， 即 奏 明 了 下 面 的 同 余 式 租 的 解法 : 
v= R, (mod 3), 


{sR om 5), 1 (I) 


v= Rs (mod 7)。 
”这 里 模 数 8、5、7 是 两 两 互 质 的 ;所 以 
[3, 5, 7]= —8.6.7~=3.85~5.21~=7. 15( 乘 积 都 等 于 105 ). 
且 ”835.2=1 (mod 3)， 
z | 21.1=1.(mod 5), 
“15.1=1 (mod 7)， 


oe 


这 样 ,显然 可 得 : 
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“ 今 有 物 不 知 其 数 ,三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 ， 


J 


~, 


Ey 


70R,= R, (mod 3)， 
- 21R:= R, (mod 5)， 
和 15R,= R, (mod 7). 
年 是 ， 
70R,+21R,1-15R,=70R,= R, (mod 3), 
70R,4+21R,+15R,=21R,= R, (mod 5), 
70R,+21R,+415R,=15R,= R, (mod 7). 
的 此 同 余 式 租 (I) 的 解 是 满足 下 面 同 余 式 租 的 整数 值 %: - 
r=70R+21R,+15R, (mod 8), . 
[= =70R,+21R,+15R, (inod 5)， 、 + OD) 
7 = 70R, 421, -15B, Cmod 7) ， 
因为 [3， 5,7]=105, 因 此 同 余 式 组 (II) 与 下 面 的 同 余 式 县 间 解 的 : 
r=70R.421R,415R, (mod 105). 11) 
也 就 是 松 ， 同 余 式 粗 (I) 的 解 是 同 余 式 (III) 的 解 . ~ 
如 “孙子 算 本 " 原 题 : 有 .一 2， ,一 3; ,一 2; 那 末 
z=140+68+30=23 (mod 105) ， 


i 内 此 适合 该 问题 的 非 负 最 小 值 是 28 ， 


A 


/ 下 面 来 研究 较 一 般 的 定理 ， 
定理 没有 同 余 式 稻 : 
r= 只 , (mod A), 
{= (mod B), : 《I) 
y= R, (mod CD， : 
(这 里 4、B、O 是 两 两 互 质 的 ) 


人 各 典 北 数 a、 BB、7YQ@ 满足 下 面 三 式 : = 


«BO=1 (mod A), 
i BAC=1 (mod B), 
| yAB=1 (mod 0). 
: : : le 


、 
Sr 


那 末 (1) 的 解 是 : 

. ?=aBCR, + BACR, yABR, (naod ABO). 
证 明 
因为 «BC=1 (mod 4), 所 以 aBOCR,= Ri (mod 4). 

双 BAC=1 (mod B), 所 DBACR,=R, (mod B). 
又 yA4B=1 (mod 0), 所 以 y4BR,= RR, (mod 0), 

这 样 : 
aBORI+BACR,--yABR,=aBOR,= R, (mod 4) 
aBOR+-BACR,4-yABR,=BA0R,= R, (mod B).. 
aBORi+ BACR,+ yABR,=yABR,=R, (mod 0). 

因此 (的 解 是 满足 下 面 同 余 式 租 的 整数 值 2 1: 
vaBC RBACR,1-yABR, (mod A), 
{=«B0R,+ B40R tyABR (mod B), . “(lIy 
v=aBOR1-BACR,+-yABR, (mod 0O), 
;因为 4、B、C 两 两 互 盾 ,于 是 LA4, B, 0] 一 4BO, 所 以 同 余 式 扯 
《CD 与 下 面 的 同 余 式 是 同 解 的 : 
| r=uBOR,+ BAOR,+yABR, (mod 4B0). 
上 式 也 就 是 同 余 式 租 (I) 的 解 ， 
对 更 加 一 般 的 和 情形 ,有 下 面 的 定理 : 
如 果 四 
i r= RR, (mod m,), 
t= RR, (mod no )» 
r= RR (mod m.,). 
《这 里 mi、m,、……、ms 是 两 两 互 质 的 ) 
设 mima tm = Mms (sl 2、 :0 8), 
及 整数 入 ,, 满足 下 式 : 
. M,N,=1 (mod m,), 
.192。 : 


那 来 辣 余 式 租 (]) 的 解 是 : 

| r= MN Rr M,N Ri MeN: Rr (mod mma hr) 

: 它 的 殴 明 与 上 面 介 如 的 定理 的 翘 明 一 样 ,因此 省 略 了 ， 

i 例 1 解 同 余 式 租 : 

: v=3 (mod 5), 
' i | z (5 (mod 9). 

. 因为 (—1):9=1 (mod 5)， 

加 2.5=1 (mod 9)， 
所 以 同 余 式 租 的 解 是 : / 


v=(—1).9:84-2.5:.65= 28 Craod 45), 
例 2 解 同 余 式 租 : 
~ : r=1 (mod 7)， 
| | v=3 (mod §), 


和 一 5 (mod 9)., 

一 ”的 为 (~-2).5.9=1 (mod 7)， 

He ‘2.7.9=1 (mod 5), 

.i D5el (mod 9). 
: 。 癸 以 局 余 式 棚 的 解 是 : 


pi) .5919.79.31 1).7.5.5 
=113 (mod 815)., 
外 上 上面 所 计 险 的 只 是 当 寞 数 为 两 两 互 质 时 的 情形 , 下 面 将 讨论 到 当 


畏 模 数 不 是 两 两 卫 质 时 的 情形 . 加 
全 例如 问题 : 设 、A4=ad?，B=bd?, O=odr， 四 
《这 里 4、b、c、d 大 ,区 不 拓 本 9 不 比 D 大") ~ 
， “” 解 同 余 式 租 : | : 
~ pt, | ， ,w= BR (mod 4)， 
- 四 ， [= (mod B), CT 
Eo : z= BR (mod 0)., - 
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很 明显 ， 上 面 的 同 余 式 和 与 下 而 的 同 余 式 粗 是 同 解 的 : 
z= BR (mod A)., (1) 
v= RR, (mod b), (2) - 
v= R, (mod dq’), (3) (> 
z= R, (mod c)， (4) z | 
z=B, (mod d’), ‘(5) 


全 


”因为 9、4 是 4 的 物 数 ,所 以 从 (1) 式 就 得 到 : 


v=R(mod d), z= BR (mod qd’), 


”于 是 ， R=B, (mod d"), R= R, (mod d’), 
这 就 吻 明 了 满 是 (1) 的 z 值 ,一 定 满足 于 (8) 与 (5)， 于 是 同 余 式 租 


(II) 与 下 面 的 同 余 式 租 是 同和 佣 的 : 
z r= RR, (mod A), 


z {= (mod 5), QI) 


v= BR, (mod c). 


” 效 里 , 显然 4、5、 、“ 是 两 两 也 质 的 ， 因此 解 同 余 式 租 (II) 的 工作 z 
”就 归 辕 到 前 面 去 了 ， - 


“ 例 1 解 同 余 式 租 : 
| ~ J» 三 3 (mod 25)， 
(- :8 (mod 20) 


因为 20=4.5, 而 且 25 :.5, 同时 8=3 (mod 5)， 所 以 上 面 的 同名 


式 租 与 下 面 的 同 余 式 租 同 解 


{= 3 (mod 25), 
z=8 (mod 4). 


丸 (- .6)。 4= =1 (mod 25), 1.25=1 (mod 8), 由 此 同 全 式 租 的 | 
” 荐 是 : ， 


1 天 (一 6)， 4.3 二 35， 8=28 (mod 100).,. 
例 2 解 同 余 式 租 : 
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z=8 (mod 15)， | - ~ 
i / : [>- =65 (mod 18), 
和 z z=13(mod 25). 
这 里 (18, 2) 一 了 而 二 一 8"5, 可 以 看 到 ; 18 : 3, 且 8=5(mod 3); 
25 : 5, 且 8=13 (mo0d 5). 所 以 上 面 的 同 余 式 组 与 下 面 的 同 解 : 


| { z=13 (mod 25). 
一 而 这 是 我 们 可 以 解决 的 . 


例 3 解 同 余 式 组 : 
- ,z=13 (mod 54), 
{2=17 (m0d 45) 
: v= (mod 21)., z 
因为 64 一 2.8*, 45 一 5.8*, 21 一 3.7, 容易 看 到 , 21 的 因数 3 是 54 
.的 绝 数 ， 然 而 18 李 5 (mod 3 ). .上 面 的 事实 就 指出 了 这 个 同 余 式 租 无 


人 


和解. / / z 

,- $2: 求 乘 牵 

本 1 工 大 衍 求 一 术 z : : 

-ss “ “4、B 为 互 质 的 两 整数 , 求 出 一 整数 4。，, 使 满足 同 余 式 
| aB=1 (mod A).” 

全 解决 上 面 的 问题 ,也 即 完善 地 解决 了 孙子 问题 . _ 
， “我 国 宋代 数学 家 秦 九 娘 所 著 “ 数 学 九 章 ”(1247)， 其 中 脸 玉 的 “大 得 
二 。 求 一 术 ” 就 是 解决 上 面 的 问题 的 一 般 方法 .到 了 清 代 ， 数 学 家 黄 宗 宪 在 


所 著 “ 求 一 术 通 解 ”1896) 里 又 把 它 简 化 .下 面 作 一 简单 介 坷 . z 
古代 数学 家 管 数 4 叫 定 母 ，B 叶 街 数 ， 满足 条 件 aB=1 Cmod 4 
的 整数 wy 叫做 乘 率 . 
的 下 面 是 黄 宗 宪 在 “ 求 一 术 通 解 ”里 的 求 乘 率 的 方法 : 
“ 列 定 母 于 右 行 , 列 街 数 于 左 行 了 ( 左 角 上 预 寄 一 数 ] 罩 转 黑 焉 [ 凡 定 . 
05。 


” 母 与 衍 数 根 村 果 减 , 则 其 上 所 寄 数 ， 必 爆 情 黑 加 ， 全数 余 一 即 上 ， 税 
” 左 角 . 上 之 寄 数 为 乘 诬 .” : | 
”””“ 接 两 数 相 碱 , 必 以 少数 为 法 ,多 数 为 实 @ ， 北 法 上 无 宪 数 者 ,不 篇- 
- 茂 著 干 次 , 减 余数 上 仍 以 一 为 寄 数 ;其 实 上 无 寄 数 者 , 减 余 数 上 ,以 所 减 

“次 数 为 寄 数 ;其 法 上 实 上 俱 有 寄 数 者 , 入 昧 减 若干 次 ， 以 法 上 寄 数 亦 黑 

”加 若干 欢 于 实 :上 寄 数 中 , 即 得 减 余数 上 之 寄 数 兢 1 

我 们 先 从 具体 例子 来 解释 这 个 法 则 ,然后 再 一 鳅 的 加 以 胜 明 , 
例 1 已 知 衍 数 为 35 , 定 母 为 3， " 求 条 率 ， : 


按 上 壕 法 旭 ,可 以 写成 : 
半数 | 衍 数 | 定 么 | 家 上 
33 2 
z 1 
站 2| 1 


”因此 乘 率 为 2 ; 即 2.35=1 (mod 3). 

. 因 定 母 3 比 衍 数 835 小 ,所 以 由 35 中 累 减 3 ( 闪 减 寺 次 ), 得 祭 数 为 
“2 .按照 法 则 所 验 , 法 上 无 笈 数 ， 不 渝 减 若干 次 ,所 得 的 余数 (这 里 是 2 ) 
: ， 仍 以 1 为 寄 数 ;所 以 在 余数 2 的 左 角 寄 上 数 1 ， 接着 从 3 中 累 减 2 ( 仅 
” ” 减 一 次 ) 得 余数 为 1。 按照 法 则 所 吝 , 实 上 无 寄 数 ,以 所 臧 次数 (这 里 所 

” 产 次 数 为 1 ) 为 余数 的 寄 数 .所 以 在 余数 1 的 右 角 寄 上 数 1 ,再 从 3 中 

黑 碱 1 ,因为 要 使 衍 数 一 列 保留 余数 1 ,所 以 仅 从 2 中 减 去 一 次 工 , 得 
人 义 数 工 ,按照 法 则 所 广 ， 法 实 都 有 和 寄 数 , 袍 黑 残 若干 次 (这 里 仅 一 次 ) 以 
”。 法 上 的 寄 数 (这 里 是 1 ) 亦 累加 若干 次 于 实 上 的 寄 数 (这 里 也 是 1 ) 得 
到 的 数 即 是 余数 的 寄 数 .显然 ,最 后 的 余数 二 的 寄 数 为 1.1 二 1 一 2， 
例 2 已 知 衍 数 为 45 , 定 母 为 8 , 求 乘 率 . 


一 一 一 一 ~ 
© “ 实 ” 指 的 是 被 减 数 ;“ 沪指 的 是 咸 数 . 
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ca | | 
宕 数 | 衍 数 。” 定 母 | 宪 数 
1|45 8 
40 | 5 | 
_ 1| 5 .3 1 
3 2 
2| 2 | 了 工 |3 
1 
| 


由 上 知 , 乘 素 为 5 ,也 就 是 5.45=1 (mod 8)。 
例 3 已 知 衍 数 为 25 , 定 峡 为 18 , 求 乘 率 ， 
寄 数 | 衍 数 | 定 母 | 寄 数 
1 | 25 

18 14 


z 18 | z 
由 上 知 , 乘 率 为 13 . 也 就 是 18.25=1 (mod 18)， 
下 面 我 们 用 一 般 的 算式 来 写 出 这 个 法 则 : 
深 忆 为 衍 数 ,4 为 定 苹 , 由 法 则 知 : 


等 数 ”| 


上 


| 
1 : 

1 B A 

igi Nga | 

» ?ds isqa | 

ks= kgqs -tk ys 74 1. 一 Ag 十 1 
-一 一 | 
人 一 LY 下 ks A) Ta | ki 一 bagn1 十 ks 
P19n 
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于 是 得 到 乘 率 为 如 (事实 上 ,满足 a= 加 (mod 4) 的 一 切 « 的 值 ， 


都 可 作为 乘 率 )。 
(顺便 可 知 : n 为 奇数 ,因为 7 留 在 左边 ,) 
”上面 的 安排 ,也 就 是 下 面 的 意思 : 


B= Agi1-%, 《< 六 < 4) : k=l 
A=7.q2147, (1 < < ) hs = qa 
ning (Ln <n) ks = kgs + 
nrgt re (lr) 办 


让 


Ws dn = 2 k, 
nl) | hg he 
(0 为 奇数 ) 
至 于 为 什么 即 是 乘 率 ,下 面 进行 谣 明 . 


由 上 可 知 : 


"=B~Ag, | ， 
=k.B—tA., t=。 
= A— ngs : 轩 : 

bt 一 (人 B 一 ! AY ga 
0 -Attig, A ko,B 

=(t.gs+1)A--g,B 

=t.A—h,B. tl1, 

，、 1 一 人 一 1 ， 
“ =(k.B—t 4)—(t, 4- b By, 

一 (人 gs 二 用 DB-— Ctgstt)A | 

=—hB-iA, b=hgstti, 
四 a : bag tt 
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因为 9 为 奇数 ,所 以 , 
=hbB—tA. . i 
一 因为 一 1, 所 以 如 B=h4+1, 因此 一 
kB=1 (mod A4). 


” 求 乘 率 的 间 题 ,一 般 地 得 到 了 解决 ， 也 就 是 谤 ， 四 子 的 问题 得 到 了 ， 
一 般 的 解决 : 
除 此 以 外 在 费 宗 宪 着 “ 求 一 术 通 解 "中 另 有 利用 “ 反 乘 率 ” 来 解 孙 z 

子 的 问题 ,方法 也 很 巧妙 ， 现 简 赂 介 冶 如 下 . 
”如 果 要 解 同 余 式 租 : 
z=R, (mod m ) ， 


r= R, (mod ms), . | Oy 


v= BR (mod m). 
Cm ms、… ma 两 两 互 质 ) 
设 有 BR G1 2 、£) 污 0, 且 一 — BE; = (mod mm), 那 末 同 
， 余 式 组 (了 与 下 面 的 同 余 式 租 是 显然 同 解 的 : 
t= BR1 (mod my), 
z= — R, (mod Ws), 
z z=— R' (mod mx), 
5 一、 2、……、 上 )， 又 整数 入 满足 同 
余 式 : AN = 一 上 Cmod ms ) ， 
那 末 同 余 式 租 (I) 的 解 是 : | 
v= M,N' “+ M,N Rs + + MN RCmod mm 。 


(定理 的 证 明 与 $1 定理 的 永明 相仿 ,这 里 从 赂 .) 


定理 中 的 N; ,就 是 反 乘 率 . 至 于 如 何 求 反 乘 率 ， 与 求 乘 率 的 法 则 
没有 多 大 区 别 。 照 求 条 率 的 法 则 所 讼 ;“ 列 定 母 于 有 行 , 列 入 数 于 左 行 ， 
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法 , 均 与 求 乘 率 的 完全 相同 ， 
例 1 蔽 衍 数 为 85 , 定 母 为 8， : 求 反 乘 认 ， 


按照 法 则 : 寄 数 | 衍 数 | 定 他 | 老 数 
1| 35 | 3| 
33 | 2 
2 1 | 工 


可知, 反 乘 率 为 1 ,就 是 1.35= 一 1 (mod 8). 
”全 2 设 术 数 为 45 , 定 峡 为 8 ， 来 有 条 率 . 


5 按照 法 出 : 寄 数 | 衙 数 定 剑 | 寄 数 
| 1| 45 | 8 
20 | 5 
1 5| 3 |1 
3 | 21 
2| 2 1 13 


可 知 ， 反 乘 率 为 3 .就 是 3: 个 三 一 1 (mod 8). 
坚 于 为 什么 这 个 求 反 乘 这 的 方法 是 正确 的 ， 我 们 求 几 | 明 一 下 ， 
设 号 为 衍 数 , 4 为 定 母 ,根据 求 反 乘 灰 的 法 则 ,可 知 : 


B= .40, 十 和 (1 < A) k=1 
A=79s+% (T <7, < ) ,= q, 
所 不 人 ks= kgs+k, 


| a ges tall mt) -一 1 aq 1 十 1 
fa nn tT (1,=1) k ek 


(这 里 应 是 偶数 ， 因 为 7, 留 在 定 母 一 列 中 .) 帮 就 是 反 乘 率 . 这 可 以 


仿照 前 面 “ 求 乘 率 法 旭 的 诈 明 ”而 获得 蒲 明 : 
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由 精 时 减 ,至 作 数 余 一 为 止 , 视 左 角 之 寄 数 为 乘 率 ,” 而 求 反 条 率 ， 只是。 
概 情 时 减 至 定 母 余 一 为 止 ， 视 右 角 之 寡 数 为 反 冬 率 ， 其 他 如 着 数 的 求 。， 


由 前 面 知道 : 
rs=(t, A—kB).(~1)’, t=t19: tbs, : 
因为 % 是 偶数 ,所 以 得 : 7%,=t,4 一 kB， 
又 因为 "= 了], 地 是 B= 一 11-t,4. 
所 以 kB=—1 (mod A). 
注 设 B 为 衍 数 ， 4 为 定 母 , 那 末 乘 率 (或 及 乘 率 ) 存在 的 充分 而 


v 且 必 要 条 件 是 : 4 与 B 互 质 ， 


理由 很 简单 , 留 给 攻 者 解决 ， 
2. 用 连 分 数 求 乘 这 


B - A | di 
A | ago | 
da ya 9 2 | gs 
0s ?sfa | 
gs Ts 1 
dr 一 : M2 1 dn - 
| ni : Nn 
.Qnr | 人 Tt (一 0 | 


性 A.B 为 同 旦 属 的 整数 ， 求 出 一 整数 0， 使 满足 同 余 式 : 
aB = 1 (mod 4). 


我 们 用 连 分 数 来 末 示 分 数 二 身上 一 这 知道 ， 把 普通 分 数 化 忆 连 ，“ 


“分数 ， 先 应 饶 畏 相 除 (如 上 )， 以来 得 部分 分 人 于 是 得 到 : 


1 
2 
qs 十 一 
da、 1 
二 一 一 一 一 
TL 
. . dnri 


观察 近似 分 数 : 
让 so0lew 


二 -后 Pi ( PP,,s 
Qs 

得 天: 

加 B_P_(- -D+ 


. A Q, AQ, 
“也 就 是 . BQ,=(—1)"t+ A 


因此 BQ,=(—1)"t Ca 4). 
有 (一 1 入 = (mod A). 
所 以 a=(—1)"+Q, (mod 4). 
以 就 是 可 分 数 的 末了 第 一 个 近似 分 数 的 分 母 . 根据 加 分 数 近 位 分 


数 的 分 子 分 母 构 成 法 则 可 以 求 出 Q, 的 ， 
”人 例 1 求 a， 使 107a=1 (mod 37). 


107 1 
二 2 十 一 一 一 
7 1 1 
_. 2 8 1 ， 
EY nl 4, 
因为 @,~1， Q, 一 1, 所 以 Q@, 一 1.8+1 一 9, 于 是 
w= 1).9=9 (mod 37). 
出 ?2 求 a, 使 45a==1 (mod 8) . 
全 -5+- 1 
人 8 1 1 
> 了 十 1. 
- 1 
2 3 
区 里 mn1-5. 


_ ox (一 1)5.3=5 (mod 8), 


J 


因为 ,一 1, Qs—1, 所 以 @,=1。 1+1= 2, 于 是 Q,= 2.1+1= 3 
”条 此 


-的 解 是 : 


然 ,( 一 1 一 工 . 按照 刚才 的 公式 可 知 : 
c= (mod A 


如 果 把 @Q， 的 求法 与 大 衍 求 一 术 中 寄 数 所 的 求法 进行 比较 ,很 容 


易 看 到 : @ =—k,. 


( 当 括 , 求 反 乘 率 也 可 以 在 这 分 数 的 性 质 中 得 到 解释 .》 
因此 吝 , 吉 代 的 大 衍 求 一 术 与 用 连 分 数 来 求 乘 率 ,在 理论 上 是 完全 
一 致 的 . 而 大 衍 求 一 术 在 方法 上 更 巧妙 些 ( 它 在 求 出 部 分 分 坪 的 同时 ， 
即 算出 了 对 应 的 近似 分 数 的 分 母 )， 四 
“我 们 可 以 为 我 国 在 18 世 和 数学 上 已 有 这 样 的 成 就 而 威 到 自豪， 
对 于 求 乘 率 ,也 可 利用 如 下 的 定理 (叫做 欧 拉 法 ): . 
” 设 4、 了 为 两 互 质 的 整数 . 那 末 同 余 式 
cx 天 1 (mod 4) . (1) 


xs 六 84 (nod A)., 
证 明 ”由 欧 拉 定理 可 知 : - 


B41=] (mod A), 


(B*4)1). Ba=1 (mod 4)， 


| 因此 (1) 的 解 是 : a=B*+ (mod 4). 


例 1 求 w, 使 人 6a=1 (mod 8). : 
因为 $(8) 一 4， 所 以 得 : wx=45 (nod 8)， 
. 又 46:=(-8)*=5 (mod 8), 也 就 是 谣 ， 
xs5 (mod 8)， 
例 2 求 w 使 354=1 (mod 3). 
本 203s 


我 们 再 观察 十 代 的 大 簿 求 _ 术 是 如 何 求 乘 这 的 由 前 面 知道 ， 经 过 加 
根 转 蝎 破 一 一 直到 余数 二 =] 为止， 也 就 是 说 ， qn 是 性 所 对 应 的 连 分 数 的 
末了 第 二 个 部 分 分 母 . 又 因为 7 留 在 左边 一 烈 ，m 就 一 一 定 是 奇数 ， 显 


因为 内 (5)> 2 所 以 得 : a=35=9 (nod 8) 
最 后 ,我 们 再 举 一 个 例题 ,作为 本 素 的 桔 束 ， 
例 
v=1 (mod 3), 
: t=4t mod D ) ， 
解 同 余 式 组 : t=2 (nod 7), 
. : v=9 (nmod 11), 
T=3 (mod 13). 
因为 | . 
8.5.7.11.18=8.5005=5.3003 =7.3145=—11.1865—18.1155. 
运用 求 乘 率 的 方法 ; 可 得 : 
5005:1=1 (mot! 8), 
383008.2= 1 (mod 5), 
2145.5=1 (mod 7). 
1365.1:=1 (Cnnod 于 >， 
1155.6:=1 Cmod 138), 
因 嘴 ， j= 5005 -4-3002.2.4 "2145.5.2--13865.9-+-1155.6.8 
=8479 Cmod 15015), z : 
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